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本书基于 《中等职业学校数学课程标准 （２０２０ 年版）》数学与加工

制造专题的要求编写而成，从解决职业教育加工制造类专业学习中的实际

问题出发，重点介绍了数控加工设备工作的基本数学原理，列举了运用数

学知识解决数控编程专业学习、实践中所遇问题的众多实例．

本书突出了数学在职业教育中的基础性、工具性和应用性的特点，以

及为专业服务的课程理念．

本书可以作为中等职业学校、五年制高职或高级技工学校加工制造类

专业的应用数学基础教材，也可作为职工的培训教材和技术工人的参考

资料．
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在机械加工设备发展日趋现代化的今天，机械专业工人掌握数控加工的操作技能已经

成为硬性要求．于是，对学生数控加工技术能力的培养，成为职业学校机械专业教学的重
要任务之一．

在数控加工技术学习中，理解数控设备工作的数学基础原理，掌握数控编程过程中数

学处置的能力，既是重点、又是难点．为此，我们根据多年来专业与文化课程相融的教学
改革实践经验，编写了本书．

通过本书的学习，读者可以容易地理解数控加工设备基础的数学原理，轻松地扫清运

用数学知识实施编程的学习障碍；在众多的实例学习练习中，顺利地解决数控编程中遇到

的数学问题，为圆满地完成数控编程技能的学习打下扎实的基础．
本书由尹峰、周雪峰任主编，姚丽霞、周拥军、徐宇琴任副主编，金海英、徐丽珠、

任立波、袁伟、吴建刚、徐琪鸣、徐洁参与了编写．本书可以作为中等职业学校、五年制
高职或高级技工学校加工制造类专业的应用数学基础教材，也可作为职工的培训教材和技

术工人的参考资料．
本书是在对专业与文化课程相融创新性教改实践总结基础上的尝试性编写的，由于编

者水平有限，不足之处难免，敬请广大读者批评、指正．

编　者
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第１章　加工制造基础

随着数控加工技术在现代工业生产中的普遍应用，数控机

床的操作技能已经是机械工人的必备技能．
数控机床是装备了数控系统的机床．它将传统的普通加工

机床工作过程中，由手工操作完成的主轴变速、松夹工件、刀

位进退、开机停机、选择刀具、切削液供给等动作，经过数字

化处理，由计算机以指令形式发给机床执行元件，使机床能程

序化地自动加工出所要的零件．

１１　零件的坐标系

数控机床数字化处理的首要任务是要确定加工零件各部位

在机床这个体系中的位置，用特定的数字精确地表示．数字表
示指定对象的位置，数学中常用数轴．

规定了原点、正方向和单位长度的直线叫作数轴，如图１１
所示．

通过数轴，建立了实数和数轴上的点的一一对应的关系．
就是说，对于任何一个实数，总可以用数轴上唯一点来表示；

反过来，数轴上任一点都对应表示唯一实数．

图　１１

如图１２所示，数４、－２、 －４５、１１３、０和数轴上的点

Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ以及原点Ｏ建立了一一对应关系．

图　１２

事实上，我们可以把实数和数轴上点的这种一一对应的关

系，看成是从一维空间的角度，将事物相互间的关系进行了数

字化处理．
在数控机床数字化处理过程中，零件所表示的空间有二维
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（平面）空间，更有三维 （立体）空间．
图１３所示为机床加工一零件的示意图，数控机床在加工

该零件时，首先要确定零件各部位在工作机床体系中的位置．

一、平面直角坐标系

去体育场观看足球赛，我们依照票上 Ｂ区１０排８座的标
识，在Ｂ区的纵向找到１０排，再在横向找到８座，就找到了座
位位置．只要从纵、横两个方向考虑点与数的关系，就能在平
面内实施数字化处理．数轴可以在一维方向实施数字化处理，
那么，在纵、横两个方向各取一条数轴，就可以实施二维 （平

面）空间的数字化处理了．
平面直角坐标系　为了确定平面上的点的位置，像建立数

轴那样完成如下步骤：①在平面内选定两条互相垂直的直线，
并规定正方向 （用箭头表示）；②以两直线的交点 Ｏ作为原点；
③选取任意长的线段作为两直线的公共单位长度．这样，我们
就在平面上建立了一个平面直角坐标系．

平面上点的坐标　建立了平面直角坐标系后，就可确定平
面上的任意一点 Ｐ的位置．由 Ｐ分别向水平的 ｘ轴和垂直的 ｙ
轴作垂线，垂足分别是 Ｍ和 Ｎ，点 Ｍ、Ｎ在各自坐标轴上所对
应的数分别是ａ、ｂ，则称 ａ是 Ｐ点的横坐标，ｂ是 Ｐ点的纵坐
标，记作Ｐ（ａ，ｂ）．如果 Ｐ点的位置确定，则 ａ、ｂ的值也确
定，就是说，Ｐ点的位置可以由一对有序实数ａ和ｂ表示．反过
来，有一对有序实数 （ａ，ｂ），就可以分别在ｘ轴、ｙ轴上找到
与ａ、ｂ对应的点Ｍ、Ｎ，然后由Ｍ和Ｎ分别作ｘ轴和ｙ轴的垂
线，就可以得到唯一的一个交点，就是说，任何一对有序实数

都可以确定平面上唯一的一个点．
在平面直角坐标系下，平面上的一点和一对有序实数

（ｘ，ｙ）之间建立了一一对应的关系．
【例】　图１４所示是一零件的轮廓图，试写出图中端点Ａ、

Ｂ、Ｃ和Ｄ的坐标．
解：根据题意，图中零件端点的坐标是 Ａ（９２，１０）、

Ｂ（３１，２０）、Ｃ（３１，３０）、Ｄ（０，３０）．
平面上两点间的距离　设平面上有两个点 Ｐ１ （ｘ１，ｙ１）和

Ｐ２（ｘ２，ｙ２），它们间的距离为 ｄ．则有平面内两点间的距离公
式为

ｄ＝Ｐ１Ｐ２ ＝ ｘ２－ｘ( )１ ２＋ｙ２－ｙ( )１槡
２．

２ 应用数学 （加工制造类专题）

图　１３

图　１４
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在平面直角坐标系中，若线段Ｐ１Ｐ２两端点的坐标分别为Ｐ１
（ｘ１，ｙ１）和Ｐ２（ｘ２，ｙ２），当一点Ｐ分线段Ｐ１Ｐ２为两部分，其

比值为λ＝
Ｐ１Ｐ
ＰＰ２
．当点Ｐ在线段Ｐ１Ｐ２上时，点Ｐ叫作Ｐ１Ｐ２的内

分点，λ取正值；当点Ｐ在线段Ｐ１Ｐ２的延长线上时，点Ｐ叫作
Ｐ１Ｐ２的外分点，λ取负值．点 Ｐ（ｘ，ｙ）的坐标是：ｘ＝
ｘ１＋λｘ２
１＋λ

，ｙ＝
ｙ１＋λｙ２
１＋λ

（λ≠ －１），此式称为线段的定比分点

公式．
特别地，当 Ｐ（ｘ，ｙ）是线段 Ｐ１Ｐ２的中点时，则 ｘ＝

ｘ１＋ｘ２
２ ，ｙ＝

ｙ１＋ｙ２
２ ．此式称为线段的中点公式．

【例】　在一薄板零件的局部有圆孔⊙Ｏ２内切于⊙Ｏ１，数控
车床加工这一零件时，在建立如图１５所示的坐标系后，已知：
⊙Ｏ１的圆心坐标为Ｏ１（０，２），半径 Ｒ＝３；⊙Ｏ２的圆心坐标为
Ｏ２（０８，１４），且内切⊙Ｏ１，切点为Ｐ，求切点Ｐ的坐标．

设⊙Ｏ２的半径为ｒ．
因为⊙Ｏ２内切⊙Ｏ１于点Ｐ，所以Ｒ－ｒ＝Ｏ１Ｏ２．

因为Ｏ１Ｏ２＝ （０８－０）２＋（１４－２）槡
２＝１，

ｒ＝Ｒ－Ｏ１Ｏ２＝３－１＝２，

所以切点Ｐ是线段Ｏ１Ｏ２的外分点，λ＝
Ｏ１Ｐ
ＰＯ２
＝－３２．

则Ｐ点坐标 （ｘ，ｙ）：ｘ＝
０＋ －３( )２ ×０８

１－３２

＝１２５＝２４，

ｙ＝
２＋（－３２）×１４

１－３２

＝１５＝０２，即（２４，０２）．

二、空间直角坐标系

将二维方向的平面直角坐标系推广到三维空间，就有了空

间直角坐标系．
空间直角坐标系　过空间点 Ｏ作三条互相垂直的数轴，Ｏ

为原点，三条互相垂直的数轴都以原点 Ｏ为起点，且有相同的
长度单位，并分别叫作ｘ轴、ｙ轴和ｚ轴，统称为坐标轴．ｘ轴、
ｙ轴和ｚ轴也分别称为横轴，纵轴和竖轴．三个坐标轴的正向符

３第１章　加工制造基础

图　１５
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合右手规则，如图１６所示，以右手握住 ｚ轴 （竖轴），让大拇

指竖直向上指向 ｚ轴正向，则其余四指从 ｘ轴 （横轴）的正向

旋转
π
２角度正好转到 ｙ轴 （纵轴）的正向．这样就构成了一个

空间直角坐标系．
三条坐标轴中任意两条确定一个平面，叫作坐标平面，它

们分别是ｘＯｙ平面、ｙＯｚ平面和ｚＯｘ平面．三个坐标平面把空间
分成８个部分，每个部分叫作一个卦限，分别用Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、
Ⅳ、Ⅴ、Ⅵ、Ⅶ和Ⅷ表示，如图１７所示．

空间点的坐标　设Ｍ为空间任意一点，过Ｍ分别作垂直于
三个坐标轴的平面，与三个坐标轴分别相交于点Ｐ、Ｑ和Ｒ，这
三点在三个坐标轴上的坐标分别为ｘ、ｙ和ｚ，则点Ｍ唯一确定
了有序数组ｘ、ｙ和 ｚ；反之，给定一个有序数组 ｘ、ｙ和 ｚ，它
们分别对应ｘ轴、ｙ轴和 ｚ轴上的点 Ｐ、Ｑ和 Ｒ，过这三点分别
作垂直于三个坐标轴的平面，则这三个平面相交于唯一点 Ｍ，
于是，ｘ、ｙ和ｚ叫作点Ｍ的坐标，分别称为点Ｍ的横坐标、纵
坐标和竖坐标，记作Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ），如图１８所示．

这样就在空间点与有序数组之间建立起了一一对应的关系．
【例】　已知，在长方体铁块 ＡＢＣＤ－ＥＦＧＨ中，棱长 ＡＢ＝

３，ＢＣ＝２１，ＢＦ＝２，建立如图１９所示的空间直角坐标系，
试写出其各顶点的坐标．

解：在长方体 ＡＢＣＤ－ＥＦＧＨ中，各顶点的坐标分别是：Ａ
（２１，０，０）、Ｂ（２．１，３，０）、Ｃ（０，３，０）、Ｄ（０，０，０）、Ｅ（２．１，
０，２）、Ｆ（２．１，３，２）、Ｇ（０，３，２）、Ｈ（０，０，２）．

空间两点间的距离公式　设 Ｍ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１）和 Ｍ２（ｘ２，ｙ２，
ｚ２）是空间的两点，它们之间的距离 Ｍ１Ｍ２ ＝ｄ．则有

ｄ＝ （ｘ２－ｘ１）２＋（ｙ２－ｙ１）２＋（ｚ２－ｚ１）槡
２．

问题思考：空间中两点间的距离公式与平面上的两点间距

离公式十分类似，据此，你对空间线段上的定比分点的坐标与

其端点坐标的关系有何猜想呢？

三、机床中的坐标系

运用空间直角坐标系等知识，在机床及其加工过程中建立

起所需的坐标系，就能确定加工零件各部位的位置，机床数字

化处理就有了基础．
坐标轴的建立　为了方便设计、制造、使用和维修，国际

标准化组织对数控机床坐标和方向制定了统一的标准．我国也

４ 应用数学 （加工制造类专题）

图　１６

图　１７

图　１８

图　１９
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制定了相应的标准．
每一个直线运动和圆周运动都要定义一个坐标轴，并设有

固定的坐标原点．标准的坐标系采用右手直角坐标系 （笛卡儿

坐标系）．规定直线运动的坐标轴用 ｘ、ｙ、ｚ表示，围绕 ｘ、ｙ、
ｚ轴旋转的坐标轴分别用 Ａ、Ｂ、Ｃ表示．对于工件运动坐标轴
用加 “′”的字母表示，根据相对运动关系，它的方向恰好与相
应刀具运动坐标方向相反，如图１１０所示．

图　１１０

一般地，坐标轴的选取方法如下：

ｚ轴为平行主轴的坐标轴．若机床有多个主轴，则尽可能选
取垂直于工件装夹面的主要轴为 ｚ轴；若机床没有主轴 （如龙

门刨床，牛头刨床等），则选择垂直于工件安装基面的坐标轴为

ｚ轴．刀具远离工件的方向为ｚ轴的正方向．
ｘ轴取向一般是水平的，平行于工件的主装夹面，自然也要

垂直于ｚ轴．若ｚ轴是水平方向的，则从主轴向工件看，ｘ轴正
向指向右边；若ｚ轴是垂直的，则从主轴上看，ｘ轴正向指向右
边．对于车床、磨床等工件旋转的机床，取平行于横向滑座的
方向 （工件径向）为 ｘ轴，刀具远离工件的方向为 ｘ轴的正
方向．

ｙ轴的运动方向可以根据ｘ轴和ｚ轴按右手法则确定．在卧
式车床中，由于车刀刀尖安装在工件中心表面上，不需要垂直

方向的运动，所以不必规定ｙ轴．
如果机床在基本坐标系 ｘ、ｙ、ｚ轴外，还有轴线与 ｘ、ｙ、ｚ

轴相平行的坐标轴，那么附加坐标轴可首先分别用 ｕ、ｖ、ｗ表
示，再用 ｐ、ｑ、ｒ表示．类似地，附加旋转坐标用 ｄ、ｅ表示，
与直线坐标轴的关系一般不作统一规定．

在选取好机床各坐标轴及确定其方向后，进一步确定其坐

标系原点的位置，就能得到机床数字化处理所需的机床坐标

系统．
（一）机床坐标系

机床坐标系是机床制造厂在每台机床组装过程中已经确定

５第１章　加工制造基础
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了的．其原点为机床的一固定点，它是机床制造时的基准点，
也是机床进行加工或位移的基准点．

数控车床一般将机床原点定在主轴端面卡盘中心点，如

图１１１所示．数控铣床的原点一般取在 ｘ、ｙ、ｚ三个坐标轴的
正方向的极限位置上，如图１１２所示．对于数控车削复合车
床、多面加工的加工中心等，就会建立多个坐标系．

图　１１１

（二）工件坐标系

在编程中，一般要建立工件坐标系，也称编程坐标系．它
是在编程过程中为确定工件几何图形上各几何要素位置而建立

的坐标系．工件坐标系的原点称为工件零点或工作原点，也称
编程原点．工件坐标系的原点要尽可能地选择在零件的设计基
准或工艺基准上，并尽量使编程简单、尺寸换算少、加工误

差小．
因此，工件坐标系的原点虽是由操作者或编程者选择的，

但其选择时要遵循以下原则：

（１）应使工件的零点与工件的尺寸基准重合．
（２）让工件图中的尺寸容易换算成坐标值，尽量直接用图

样尺寸作为坐标值．
（３）工件零点应选在容易找正，在加工过程中便于测量的

位置．
通常原点可以设定在工件 （或夹具）的适当位置上，如常

选在尺寸标注的基准或定位基准上．当工件安装在机床上之后，
工件原点与机床原点建立起尽可能简单的数据之间的联系．对
车床而言，工件坐标系原点一般选在工件轴线与工件的前端面

（或后端面、卡爪前端面）的交点上．
如车削零件编程原点的 ｘ轴向零点应选在零件的回转轴线

上．ｚ轴向零点一般可以选在零件的右端面、设计基准或对称平
面内．图１１３所示为车削零件编程原点的选择示意图．

６ 应用数学 （加工制造类专题）
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铣削零件的编程原点、ｘ和ｙ轴向零点一般可选在设计基准
或工艺基准的端面或孔的中心线上，对于有对称部分的工件，

可以选在对称面上，以便用镜像等指令来简化编程．ｚ向的编程
原点习惯选在工件上表面，这样当刀具切入工件后，ｚ向尺寸数
字均为负值，以便于检查程序．图１１４所示为铣削零件编程原
点的选择示意图．

工件 （编程）坐标系分为绝对坐标系和增量坐标系两种．
所谓绝对坐标系，就是工件图形中各几何元素的坐标都表

示在同一坐标原点及其坐标体系下．就是说，编程坐标系的所
有坐标点的位置都是以坐标原点为基准的．即对刀具而言，刀
具运动轨迹的坐标值均是从某一固定坐标原点计量的．

绝对坐标系与工件坐标系是两个概念，但为了使编程与机

床工作方便，在选用时常常使其重合．
所谓增量坐标系，也称相对坐标系，实质是反映了其相对

的意思．它是一个坐标原点与另一个坐标原点有相对变换的坐
标系．对刀具而言，刀具运动轨迹的终点坐标是相对于起点坐
标计量的．

图１１５所示是两种不同坐标系的表示形式．在绝对坐标系
下，线段端点 Ａ、Ｂ的坐标分别是 （１０，８）、（２５，２５）；在相
对坐标系下，Ｂ点的坐标位于相对于前面起点 Ａ定出的坐标系
ｕＡｖ下，其增量坐标：ｕＢ＝１５，ｖＢ＝１７，即 （１５，１７）．

图　１１５

问题思考：若 Ａ点的坐标是在以 Ｂ点为原点建立的坐标系
ｐＢｑ内计量的，则Ａ点的坐标是多少呢？

增量坐标系用在加工工件轮廓曲线上时，组成轮廓线中的

各类线段的终点位置是以该线段起点为坐标原点而确定的坐标

系．图１１６所示为一工件的轮廓线，由直线 ＡＢ、圆弧线

)

ＢＤ与

圆弧线

)

ＤＦ组成，直线ＡＢ与弧

)

ＢＤ相切连接，弧

)

ＢＤ与弧

)

ＤＦ外切连

７第１章　加工制造基础
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接．直线ＡＢ的编程坐标系是以 Ａ点为坐标原点的 ｗ１－ｕ１增量

坐标系；圆弧

)

ＢＤ的编程坐标系是以Ｂ点为坐标原点的ｗ２－ｕ２增
量坐标系，圆弧的终点Ｄ和对应的圆心Ｃ的位置都相对于Ｂ点

而确定；圆弧

)

ＤＦ的编程坐标系是以 Ｄ点为坐标原点的 ｗ３－ｕ３
增量坐标系；类似地；圆心Ｅ点和终点 Ｆ点的位置相对于 Ｄ点
确定．

问题探究：在建立增量坐标系的过程中，各个增量坐标系

的建立顺序如何确定？轮廓线上连接点能遗漏吗？前后增量坐

标系之间的关系如何？

在建立增量坐标系的过程中，要注意以下三点：

（１）顺序性，按照轮廓线上连接点的连接次序从一个排列
方向逐段建立．图１１７所示是依轮廓轨迹 Ａ→Ｂ→Ｄ→Ｆ方向建
立的．注意 Ｃ点虽不是轮廓线上的连接点，但它影响着圆弧

)

ＢＤ，所以在建立好对应的增量坐标系后，也要标出它在这个坐
标系中的位置，这里Ｃ点是在以Ｂ点为坐标原点的ｗ２－ｕ２增量
坐标系中．Ｅ点亦然．

图　１１７

（２）连续性，轮廓线上的连接点要连续不能遗漏．图１１７
中，若遗漏了点Ｄ，则轮廓轨迹Ｂ→Ｄ→Ｆ变成了Ｂ→Ｆ，就不能
反映原来轮廓线的面貌了．

（３）关联性，增量坐标系的实质是坐标系的平移变换．前、
后坐标系中，点的坐标与平移的量相关．

问题思考：一零件加工轮廓线是由线段 ＡＢ与弧

)

ＢＤ相切，

弧

)

ＢＤ又与弧

)

ＤＦ外切构成的，在绝对坐标系下，曲线上各连接点
及其对应的圆心坐标如图１１７ａ所示，现建立如图１１７ｂ所示
的增量坐标系，试写出曲线上各连接点及其对应的圆心在此增

量坐标系下的坐标．
（三）坐标轴的平移公式

增量坐标系概念运用到直角坐标系中，就相当于把原有的

８ 应用数学 （加工制造类专题）
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坐标轴平移到新的位置，即由 ｘＯｙ坐标系变为 ｘ′Ｏ′ｙ′坐标系，
如图１１８所示，新坐标系原点 Ｏ′在原坐标系的点 （ｈ，ｋ）上，
则点Ｐ在新、旧坐标系中的坐标 （ｘ′，ｙ′）与 （ｘ，ｙ）间的关
系有

ｘ＝ｘ′＋ｈ，{ｙ＝ｙ′＋ｋ或
ｘ′＝ｘ－ｈ，{ ｙ＝ｙ－ｋ．

上式称为坐标轴的平移公式．
如，Ａ在ｘＯｙ坐标系中的坐标是 （－２，３），平移ｘＯｙ坐标

系的坐标轴，以Ｏ′（２，２）为新原点，则点Ａ在新坐标系ｘ′Ｏ′
ｙ′中的坐标：ｘ′＝ｘ－ｈ＝－２－２＝－４，ｙ′＝ｙ－ｋ＝３－２＝１，即
（－４，１）．

练习题１１

（１）在一零件图上，建立如图１１９所示的坐标系，试写出
图中三圆孔Ｏ１、Ｏ２、Ｏ３的坐标．

（２）一球头手柄的轮廓如图１２０所示，在图示的坐标系
下，写出点Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ和Ｅ点的坐标．

（３）如图１２１所示，⊙Ｏ１与⊙Ｏ２是某零件上相外切的两
圆孔。在图示的坐标系下，已知⊙Ｏ１的圆心坐标为 Ｏ１（０，２），
半径为３；⊙Ｏ２的圆心坐标为Ｏ２（４，－１），求切点Ｐ的坐标．

（４）以半径为１０的一个球中心Ｏ为原点，建立空间直角坐
标系，如图１２２所示，设球面上的一点 Ｐ，过 Ｐ作 ｘＯｙ平面的
垂线，垂足为Ｍ，ＯＭ与 ｘ轴正半轴的夹角为 α＝４５°，ＯＰ与 ｚ
轴正半轴的夹角为β＝３０°，求Ｐ点的坐标．

（５）如图１２３所示，一圆柱体的底面直径为６０ｍｍ，正截
面的倾斜角为３０°，即∠ＨＦＭ＝３０°，ＢＦ＝２６ｍｍ；在图示的空间
直角坐标系中，试写出 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ、Ｆ、Ｇ和 Ｈ各点的
坐标．

（６）什么叫工件坐标系？它有哪几种类型？
（７）在工件坐标系中，编程原点的选取要注意些什么？通

常情况下，车削零件与铣削零件的编程原点是如何选取的？

（８）什么是增量坐标系？如何理解建立增量坐标系要有一
定的顺序？

（９）给图１２４所示的轮廓线建立增量坐标系，并作说明．
（１０）如何理解在建立增量坐标系中不能有遗漏的要求？在

图１２４中，如果遗漏点Ｃ，点Ｂ也不作标记，即以Ａ→Ｄ→Ｆ顺

９第１章　加工制造基础
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次建立增量坐标系，那么在这样的增量坐标系情形下，它反映

的轮廓线是什么情形？画出它的示意图．
（１１）建立增量坐标系时，在轮廓线上增加点的选取，这样

对应增加增量坐标系个数的建立后，反映的轮廓线有改变吗？

（１２）坐标轴的平移公式是如何表示的？若点Ｐ在ｘＯｙ坐标
系中的坐标是 （－４，－３），把ｘＯｙ坐标系中坐标轴平移，使点
（－１，２）成为新坐标系ｘ′Ｏ′ｙ′的新原点Ｏ′，求点Ｐ在ｘ′Ｏ′ｙ′坐
标系中的坐标．

１２　零件的基点与基点坐标

在建立坐标系后，我们可以顺利地标出加工零件轮廓的各

个转折点的坐标．转折点坐标是编制数控机床操作程序、指令
机床按要求工作的基础．

一、基点的定义

加工零件轮廓的各个转折点实际是构成零件轮廓的不同几何

元素的交点或切点，我们把它们称为基点．几何元素包括直线、
圆弧、二次曲线 （抛物线、椭圆、双曲线等）及其他曲线等．

图１２５所示的 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ和 Ｆ各点都是该零件轮廓
上的基点．基点Ａ是直线与圆弧相交的交点，基点 Ｂ是圆弧与
圆弧相切的切点，基点Ｃ是直线与圆弧相切的切点，基点Ｄ、Ｅ
和Ｆ都是直线与直线的交点．基点的确定要不重复、不遗漏，

相邻两基点间的几何元素应是唯一一种几何元素．图中弧
)

ＡＢ与

弧

)

ＢＣ虽是同类弧线型线，但是它们是圆心位置不同、半径又不
同的几何元素线，因此，不能漏了 Ｂ基点的标识．在标识圆弧
线上的基点时，仅标识其端点还不能确定其全貌，必须标识对

应的圆心，圆弧才能确定．因此在确定圆弧线上的基点时，要

将对应的圆心坐标一同标出，如在标弧

)

ＡＢ时，应同时标出对应

的Ｏ１；对弧

)

ＢＣ亦然．同样，线段 ＤＥ、ＥＦ是相连的直线型线，
但不是同一直线，它们的交点Ｅ也是不能漏标的基点．

二、基点的坐标

相邻两个基点可以看成它们之间同种几何元素线运动轨迹

的起点与终点．在图１２５中，基点Ｂ可以看成弧

)

ＢＣ的起点，点

０１ 应用数学 （加工制造类专题）
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Ｃ是弧
)

ＢＣ的终点．在建立起坐标系后，就要确定基点的坐标值，
包括与弧线上基点关联的圆心坐标值．如果几何元素线是圆锥
曲线型的，那么还要确定其中心或焦点等相关点的坐标值．

各个基点的坐标在不同的坐标系 （指绝对坐标系与相对坐

标系）下有不同的表示．
【例】　对如图１２６ａ所示薄板零件轮廓图的基点，分别用

绝对坐标系和相对坐标系表示．
解：建立如图１２６ｂ所示的坐标系．

图　１２６

在绝对坐标系下，各基点的坐标可以用表格形式表示为：

坐标 Ｐ１ Ｐ２ Ｐ３ Ｐ４ Ｐ５ Ｐ６ Ｐ７ Ｐ８ Ｐ９

ｘ ０ ２０ ２０ ７０ ７０ １００ １００ ７０ ０

ｙ ０ ０ ２０ ２０ ０ ０ ４０ ７０ ７０

在增量坐标系下，各基点的坐标可以用表格形式表示为：

坐标 Ｐ１ Ｐ２ Ｐ３ Ｐ４ Ｐ５ Ｐ６ Ｐ７ Ｐ８ Ｐ９
ｘ ０ ２０ ０ ５０ ０ ３０ ０ －３０ －７０
ｙ ０ ０ ２０ ０ －２０ ０ ４０ ３０ ０

选择坐标原点为编程原点，加工顺序从 Ｐ１→Ｐ９，它的数控
加工参考程序是：

序号 程序 （绝对编程） 程序 （相对编程） 注解

　Ｏ０００１； 　Ｏ０００１； 　程序号

Ｎ１０　Ｔ１Ｄ１； 　Ｔ１Ｄ１； 　指定刀具号

Ｎ２０
　Ｇ９０　Ｇ９４　Ｇ２１　Ｇ４０　Ｇ５４

Ｆ１００；

　Ｇ９０　Ｇ９４　Ｇ２１　Ｇ４０　Ｇ５４

Ｆ１００；
　程序初始化

Ｎ３０　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　Ｚ向回参考点

Ｎ４０　Ｍ３　Ｓ８００； 　Ｍ３　Ｓ８００；
　主轴正转，８００ｒ／

ｍｉｎ

Ｎ５０　Ｇ９０　Ｇ００　Ｘ－２０　Ｙ－２０； 　Ｇ９０　Ｇ００　Ｘ－２０　Ｙ－２０；
　快速定位到起

刀点

１１第１章　加工制造基础
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（续）

序号 程序 （绝对编程） 程序 （相对编程） 注解

Ｎ６０　Ｚ５　Ｍ０８； 　Ｚ５　Ｍ０８； 　切屑液开
Ｎ７０　Ｇ０１　Ｚ－２　Ｆ１００； 　Ｇ０１　Ｚ－２　Ｆ１００； 　背吃刀量为２ｍｍ

Ｎ８０
　Ｇ４２　Ｇ０１　Ｘ－１５　Ｙ０

Ｄ０１；

　Ｇ４２　Ｇ０１　Ｘ－１５　Ｙ０

Ｄ０１；

　Ｐ１点 ｘ轴延长

线上建立刀补

Ｎ９０　Ｘ０　Ｙ０； 　Ｘ０　Ｙ０； 　Ｐ１点

Ｎ１００　Ｘ２０　Ｙ０； 　Ｇ９１　Ｘ２０　Ｙ０； 　Ｐ２点

Ｎ１１０　Ｘ２０　Ｙ２０； 　Ｘ０　Ｙ２０； 　Ｐ３点

Ｎ１２０　Ｘ７０　Ｙ２０； 　Ｘ５０　Ｙ０； 　Ｐ４点

Ｎ１３０　Ｘ７０　Ｙ０； 　Ｘ０　Ｙ－２０； 　Ｐ５点

Ｎ１４０　Ｘ１００　Ｙ０； 　Ｘ３０　Ｙ０； 　Ｐ６点

Ｎ１５０　Ｘ１００　Ｙ４０； 　Ｘ０　Ｙ４０； 　Ｐ７点

Ｎ１６０　Ｘ７０　Ｙ７０； 　Ｘ－３０　Ｙ３０； 　Ｐ８点

Ｎ１７０　Ｘ０　Ｙ７０； 　Ｘ－７０　Ｙ０； 　Ｐ９点

Ｎ１８０　Ｘ０　Ｙ－１５； 　Ｇ９０　Ｘ０　Ｙ－１５；
　Ｐ１点 ｙ轴延长

线上点

Ｎ１９０
　Ｇ４０　Ｇ０１　Ｘ－２０　Ｙ－

２０　Ｍ０９；

　Ｇ４０　Ｇ０１　Ｘ－２０　Ｙ－

２０　Ｍ０９；

　取消刀补、切屑

液关

Ｎ２００　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０；
　返回 ｚ轴方向参

考点

Ｎ２１０　Ｍ３０； 　Ｍ３０； 　程序结束

说明：Ｐ３、Ｐ４点处，留有铣刀半径余量，需后续采用其他
方式处理．

【例】　用三维坐标数控铣床加工图１２７ａ所示的棱台面，
坯料选用一矩形块．试在适当坐标系下写出各基点 （包含参考

点）的坐标．

图　１２７
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解：因为铣削件是一对称的工件，所以编程原点、ｘ轴向零
点和ｙ轴向零点选在工件端面的中心线上．建立如图１２７ｂ所
示的坐标系，则各基点 （包含参考点）的坐标可列成下表表示：

坐标 Ａ１ Ｂ１ Ｃ１ Ｄ１ Ａ２ Ｂ２ Ｃ２ Ｄ２ Ａ３ Ｂ３ Ｃ３ Ｄ３

ｘ －２０ ２０ ２０ －２０ －４０ ４０ ４０ －４０ －４０ ４０ ４０ －４０

ｙ －１０ －１０ １０ １０ －３０ －３０ ３０ ３０ －３０ －３０ ３０ ３０

ｚ ０ ０ ０ ０ －３５ －３５ －３５ －３５ －５５ －５５ －５５ －５５

【例】　已知一零件的轮廓如图１２８ａ所示，建立适当的坐
标系，试完成：①标出它的基点；②在绝对坐标系下，求基点
的坐标；③在增量坐标系下，求基点的坐标．

图　１２８

解：因为零件形状对称，所以其轮廓图可以简化，只绘一

半，如图１２８ｂ所示．
（１）根据图示，它的基点是Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ．
（２）建立如图１２８ｂ所示的绝对坐标系，基点的坐标是 Ａ

（３０， －３０）、Ｂ（３０，－３９）、Ｃ（２２５， －３９）、Ｄ （２２５，
－７５），其中Ｏ１的坐标是 （０，－３０）．
（３）建立图１２８ｃ所示的增量坐标系，则基点 Ａ相对于 Ｏ

的坐标为 （３０，－３０），同时圆心 Ｏ１相对于 Ｏ的坐标为 （０，
－３０）；基点Ｂ相对于点Ａ的坐标为 （０，－９）；基点Ｃ相对于
点 Ｂ的坐标为 （－７５，０）；基点 Ｄ相对于点 Ｃ的坐标
为（０，－３６）．

数控车床加工的工件外形通常是旋转体，于是对 ｘ轴向尺
寸标注有直径方式与半径方式两种形式，ｚ轴向尺寸标注都采用
实际值．因为用直径方式便于直观校验程序段，所以机床出厂
的默认方式是直径编程方式．

问题探究：在图１２８ｂ所示的轮廓图上，Ｏ点为什么没有
作为基点呢？

因为基点是指零件轮廓图上不同几何元素的交点或切点，Ｏ
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点在该轮廓图上既非其交点，也非其切点，所以不能被选为基

点．弧

)

ＯＡ由点Ａ、对应的圆心的坐标及这两点坐标所依赖的坐
标系确定，编程的圆弧命令结构依托这些要素可以生成符合要

求的圆弧轨迹的走刀指令．
除基点外，有些点的坐标值在数控加工过程的编程中是不

可缺少的，如前面出现的圆弧对应的圆心点，坐标系的参考点

等影响编程的点，可以称为参考点．
问题思考：分别在绝对坐标系与相对坐标系下，用直径方

式为上题的轮廓图标出基点坐标及相应点的坐标．
【例】　已知某零件如图 １２９所示，试确定其基点及其

坐标．
解：如图 １２９ｂ所示轮廓图可表示如图 １２９ａ所示的零

件图．

图　１２９

则基点是Ｂ、Ｃ和Ｄ，其中Ｏ１是弧线对应的圆心．
在Ｒｔ△Ｏ１ＫＢ中，ＢＫ＝１０ｍｍ，∠ＢＯ１Ｋ＝６０°，

ｃｏｔ∠ＢＯ１Ｋ＝
ＫＯ１
ＢＫ，ｓｉｎ∠ＢＯ１Ｋ＝

ＢＫ
ＢＯ１
，

ＫＯ１＝ＢＫｃｏｔ６０°＝１０ｍｍ×０５７７３＝５７７ｍｍ，ＢＯ１＝
ＢＫ
ｓｉｎ６０°＝

１０ｍｍ
０８６６０＝１１５４ｍｍ，ＡＫ＝ＡＯ１－ＫＯ１＝ＢＯ１－ＫＯ１＝１１５４ｍｍ－

５７７ｍｍ＝５７７ｍｍ，ＫＯ＝５７７ｍｍ＋４ｍｍ＝９７７ｍｍ，ＡＯ＝ＡＯ１＋
ＯＯ１＝１１５４ｍｍ＋４ｍｍ＝１５５４ｍｍ．

所以，在以Ｏ为原点的绝对坐标系中，基点 Ｂ、Ｃ和 Ｄ的

坐标分别是 Ｂ（１０，９７７）、Ｃ（６，４）、Ｄ（６，０），弧

)

ＡＢ对应

圆心的坐标Ｏ１（０，４），参考点Ａ（０，１５５４）．
用直径方式表示是Ｂ（２０，９７７）、Ｃ（１２，４）、Ｄ（１２，０）．
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三、基点的基本类型———连接与节点

基点是零件轮廓的不同几何元素的交点或切点．直线与圆
是最基本的几何元素，所以基点的基本类型有：①直线与直线
的交点；②直线与圆弧的交点；③直线与圆弧的切点；④圆弧
与圆弧的交点；⑤圆弧与圆弧的切点，分为外切点与内切点两
种情形．这五类基点可以称作基本类基点．

在确定线段与圆弧或圆弧与圆弧间的切点构成的基点坐标

时，往往先要判断相切的类型，再利用它们之间的性质确定．
直线与圆弧相切也可称为直线与圆弧相连接，直线与圆弧

在圆心和切点 （即连接点）所在直线的两侧，圆弧所在圆的圆

心与切点的连线垂直于该直线．
圆弧与圆弧相切时，当圆弧所在圆内切时，可称圆弧与圆

弧内连接，两段圆弧在连心线的两侧，连接点 （即为切点）在

连心线上，且两圆弧所在圆半径差等于圆心距；当圆弧所在圆

外切时，可称圆弧与圆弧外连接，两段圆弧也在连心线的两侧，

连接点 （即为切点）在连心线上，且两圆弧所在圆半径和等于

圆心距．
可见，直线与圆弧，圆弧与圆弧在连接处相切，切点即为

其基点．
当基点是圆弧与圆弧相切的切点时，切点可以看作是其连

心线段的定比分点，此定比值λ与两圆弧所在圆的半径相关．
问题思考：现设两圆弧所在圆分别为⊙Ｏ１与⊙Ｏ２，对应的

半径为Ｒ、ｒ（Ｒ＞ｒ），圆心坐标为 Ｏ１（ｘ１，ｙ１）、Ｏ２（ｘ２，ｙ２），请
求出这两个圆弧连接点Ｐ（ｘＰ，ｙＰ）的坐标公式．

１３　走 刀 路 径

１走刀路线的确定原则
加工路线是指在数控加工中，刀具刀位点相对于工件运动

的轨迹，泛指刀具从对刀点 （或机床参考点）开始运动起，直

至加工结束所经过的路径，包括切削加工的路径及刀具引入、

返回等非切削空行程．
加工路线的确定原则：

（１）加工路线首先必须保证被加工零件的精度及表面粗糙
度符合要求．

（２）考虑数值计算简便，以减少编程工作量．

５１第１章　加工制造基础

仅
供
国
规
教
材
评
审
使
用



（３）应使走刀路线尽量短，以提高效率．
（４）加工路线还应根据工件的加工余量和机床、刀具的刚

度等具体情况确定．
２起刀点与换刀点的选择
起刀点一般作为切削加工程序运行的起点．起刀点一般选

择在径向等于或略大于工件毛坯直径，在轴向距工件端面１～
２ｍｍ的位置上．

换刀点是指刀架转位换刀时的位置．在数控车床上，该点
的位置不是固定的．其设定值一般根据刀具在刀架上的悬伸量
确定，在保证换刀安全的前提下尽量靠近工件，初学时可在工

件坐标系中按 （１０００，１０００）取值，也可选择机床参考点作
为换刀点．起刀点与换刀点的选择如图１３０所示．

图　１３０

３车削加工路线
台阶轴的精加工按照离换刀点由近至远的原则，从右向左沿轮

廓进行．台阶轴车削加工路线如图１３１所示．

图　１３１

台阶轴加工中宜采用分段粗车、沿轮廓精车的加工路线．
车外圆锥时可以分为车正锥和车倒锥两种情况，而每一种

情况又有两种加工路线．车外圆锥加工路线如图１３２所示．
凸弧车削加工路线如图１３３所示．
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图　１３２

图　１３３

凹弧车削加工路线如图１３４所示．

图　１３４

【例】　试确定图１３５ａ所示零件图的基点，并用直径方式
写出它的坐标．

图　１３５
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书书书

解：图１３５ａ所示零件的轮廓如图１３５ｂ所示，基点是 Ａ、

Ｃ和Ｅ，其中弧

)

ＯＡ的圆心为Ｂ，弧

)

ＡＣ的圆心为Ｄ．

由图１３５ｂ可知，弧

)

ＯＡ与弧

)

ＡＣ外切，切点为 Ａ，所以 Ｂ、

Ａ、Ｄ三点在一直线上，且可知点 Ａ分线段 ＢＤ的比 λ＝ＢＡＡＤ＝

１５
５＝３．

建立图１３５ｂ所示的坐标系，据图示知Ｂ（０，－１５），Ｄ（１６，
－２７），由定比分点公式得

ｘＡ＝
０＋３×１６
１＋３ ＝１２，ｚＡ＝

－１５＋３×（－２７）
１＋３ ＝－２４，

所以用直径方式表示基点的坐标：Ａ（２４，－２４）、Ｃ（２６，－３１）、

Ｅ（２６，－４０），其中，弧
)

ＯＡ的圆心 Ｂ（０， －１５），弧

)

ＡＣ的圆心
Ｄ（３２，－２７）．

问题思考：解本题的关键是根据两弧外连接的关系，运用

外切的性质求Ａ点的位置值．求Ａ点的位置值还有其他的方法，
你能试一下吗？

选择坐标原点为编程原点，加工顺序从 Ａ→Ｅ，它的数控加
工参考编程是：

序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号

　Ｇ０　Ｇ４０　Ｇ９７　Ｇ９９　Ｇ２１　Ｆ０２； 　程序初始化

　Ｇ０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３　Ｓ８００　Ｔ０１０１　Ｍ８；
　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ、１号车刀

１号刀补、切削液开

　Ｇ４２　Ｘ３２　Ｚ２； 　快速定位到起刀点

　Ｇ７３　Ｕ１５　Ｒ１０；

　Ｇ７３　Ｐ１　Ｑ２　Ｕ１　Ｗ０１　Ｆ０２；

　Ｇ７３固定形状粗加工循环及参

数设置

Ｎ１ 　Ｇ０　Ｘ－１　Ｚ２； 　辅助点

　Ｇ１　Ｘ－１　Ｚ０； 　圆心ｚ轴方向延长线上点

　Ｘ０　Ｚ０； 　圆心点

　Ｇ３　Ｘ２４　Ｚ－２４　Ｒ１５； 　Ａ点

　Ｇ２　Ｘ２６　Ｚ－３１　Ｒ５； 　Ｃ点

　Ｇ１　Ｘ２６　Ｚ－４０； 　Ｅ点

Ｎ２ 　Ｘ３２　Ｚ－４０； 　Ｅ点ｘ轴方向延长线上点

　Ｇ７０　Ｐ１　Ｑ２　Ｓ１５００　Ｆ０１；
　轮廓精加工复合循环指令及参

数设置

　Ｇ０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３０； 　程序结束
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　　【例】　图１３６ａ所示是一盖板零件．由图可知，各孔已加
工完，现要求将外廓铣削成图中所示的外形轮廓．试建立工件
坐标系，并求出轮廓各基点的坐标．

图　１３６

解：工件坐标系原点定在工件左下角 Ａ点，如图 １３６ｂ
所示．

根据图示标注的尺寸及该零件的图形特征，在轮廓上的基

点中，主要是Ｃ、Ｄ、Ｅ三点的求解．
（１）在直角△ＢＫＣ中，
因为 ＣＫ＝７０ｍｍ－４０ｍｍ＝３０ｍｍ，ＢＫ＝ＣＫ×ｃｏｔ６３５°＝

３０ｍｍ×０４９８６＝１４９６ｍｍ，
所以点Ｃ的坐标是Ｃ（１４９６，７０）．
（２）在半径为４０ｍｍ的⊙Ｏ１中，

因为 Ｏ１Ｎ⊥ＤＭ，　∴ＤＮ＝ Ｏ１Ｄ２－Ｏ１Ｎ槡
２＝ ４０２－３０槡

２＝
２６４６ｍｍ，

点Ｄ的横坐标为７０ｍｍ－２６４６ｍｍ＝４３５４ｍｍ，则点Ｄ的坐
标是Ｄ（４３５４，７０）．

（３）在

)

ＤＥ与

)

ＥＦ的外连接中，
因为Ｅ是⊙Ｏ１与⊙Ｏ２的外切点，

所以点Ｅ在线段Ｏ１Ｏ２上，且分Ｏ１Ｏ２的比λ＝
Ｏ１Ｅ
ＥＯ２
＝４０６０＝

２
３，

因为⊙Ｏ１与⊙Ｏ２的圆心坐标为 Ｏ１（７０，４０），Ｏ２（１５０，
１００），

所以ｘＥ＝
７０＋２３×１５０

１＋２３

＝１０２，ｙＥ＝
４０＋２３×１００

１＋２３

＝６４．

于是各基点及圆心点坐标如下：

Ａ（０，０）、Ｂ（０，４０）、Ｃ（１４９６，７０）、Ｄ （４３５４，
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７０）、Ｅ（１０２，６４）、Ｆ（１５０，４０）、Ｇ（１７０，４０）、Ｈ（１７０，
０）、Ｏ１（７０，４０）、Ｏ２（１５０，１００）．

选择坐标原点为编程原点，加工顺序从Ａ→Ｈ，它的数控加
工参考编程如下：

序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号

Ｎ１０ 　Ｇ９０　Ｇ９４　Ｇ２１　Ｇ４０　Ｇ５４　Ｆ１００； 　程序初始化

Ｎ２０ 　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　ｚ轴方向回参考点

Ｎ３０ 　Ｍ３　Ｓ８００； 　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ

Ｎ４０ 　Ｇ９０　Ｇ００　Ｘ－２０　Ｙ－２０； 　快速定位到起刀点

Ｎ５０ 　Ｚ５　Ｍ０８； 　切屑液开

Ｎ６０ 　Ｇ０１　Ｚ－２　Ｆ１００； 　背吃刀量为２ｍｍ

Ｎ７０ 　Ｇ４１　Ｇ０１　Ｘ０　Ｙ－１５　Ｄ０１； 　Ａ点ｙ轴延长线上建立刀补

Ｎ８０ 　Ｘ０　Ｙ４０； 　Ｂ点

Ｎ９０ 　Ｘ１４９６　Ｙ７０； 　Ｃ点

Ｎ１００ 　Ｘ４３５４　Ｙ７０； 　Ｄ点

Ｎ１１０ 　Ｇ２　Ｘ１０２　Ｙ６４　Ｒ４０； 　Ｅ点

Ｎ１２０ 　Ｇ３　Ｘ１５０　Ｙ４０　Ｒ６０； 　Ｆ点

Ｎ１３０ 　Ｇ１　Ｘ１７０　Ｙ４０； 　Ｇ点

Ｎ１４０ 　Ｘ１７０　Ｙ０； 　Ｈ点

Ｎ１５０ 　Ｘ－１５　Ｙ０； 　Ａ点ｘ轴延长线上点

Ｎ１６０ 　Ｇ４０　Ｇ０１　Ｘ－２０　Ｙ－２０　Ｍ０９； 　取消刀补

Ｎ１７０ 　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　返回ｚ轴方向参考点

Ｎ１８０ 　Ｍ３０； 　程序结束

一般低端的数控系统只能做直线插补和圆弧插补的切削运

动，可以理解为它仅接受由基本类型基点构成的程序命令．如
果工件轮廓是非圆曲线，其数控系统就无法直接实现插补，机

床就不能做出所要求的切削运动，也就不能使工件形成所要求

的非圆曲线轮廓．
问题探究：如何将工件轮廓中非圆曲线几何元素转化成直

线或圆的基本几何元素呢？也就是说，如何将非基本类基点用

基本类基点来替代呢？

数学处理的方法是，在满足允许的编程误差的条件下进行

分割，即用若干直线段或圆弧段来逼近给定的曲线，逼近线段

的交点或切点称为节点．这种用直线段逼近替代曲线的方法也
叫作拟合处理．

例如，对图１３７ａ所示的非圆曲线用直线段逼近时，其交
点Ａ、Ｂ、Ｃ即为节点；对图１３７ｂ所示的非圆曲线用圆弧段逼

０２ 应用数学 （加工制造类专题）
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近时，其交点Ｄ、Ｅ、Ｆ即为节点．
在编程时，求得各节点坐标后，就可按相邻两节点间的直

线或圆弧来编写加工程序．

图　１３７

为方便对各种曲线、曲面的直接加工，人们一直致力于研

究各种曲线的插补功能，在一些高档的数控系统中，已经出现

了抛物线插补、浙开线插补、正弦线插补、螺旋线插补、球面

螺旋线插补以及曲面直接插补等功能．也就是说，像直线、圆
弧的编程命令一样，机床接受直接编制的程序后工作，能产生

所对应曲线的效果．

练习题１２

（１）什么叫基点？它有哪几种基本类型？
（２）什么叫连接？它有哪几种基本类型？连接与联结是一

回事吗？

（３）内连接与外连接的弧分别有什么性质？
（４）节点是在什么情况下产生的？节点是基点吗？

　　（５）对外形通常是旋转体的工件，ｘ轴向尺寸标注一般有
哪几种形式？对此，机床出厂默认的是什么方式？为什么选择

这种默认方式？

（６）在数控车床上加工如图１３８所示的零件，试求出图中
基点的坐标．

（７）分别用绝对坐标系和相对坐标系表示图１３９所示的燕
尾型薄板零件轮廓基点．

（８）用数控铣床加工图１４０所示的倒 “Ｔ”形工件，坯料
选用一矩形块．试建立适当的坐标系，并写出各基点 （包含参

考点）的坐标．
（９）已知一零件如图１４１所示，试确定其基点，并在绝对

坐标系下标出它的坐标．

１２第１章　加工制造基础

图　１３８

图　１３９
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（１０）已知一锥体零件如图１４２所示．现要在数控车床上
加工这一零件，试作出它的轮廓图，确定基点，并用直径、半

径两种方式写出其坐标．

图　１４０ 图　１４１

（１１）一零件的截面图及尺寸如图１４３所示，为了加强零
件的机械强度，在圆弧与直线的相交处以 “倒角”圆弧相切连

接，即与半径为１０的圆弧外切、与直线相切，倒角圆的半径为
３ｍｍ．试求倒角圆圆心Ｏ１与切点的坐标．

（１２）已知某零件的外形轮廓如图１４４所示，试完成零件
数控铣削前基点的选取及其坐标的确定．

图　１４３

　　

图　１４４

（１３）数控车削如图１４５所示的零件，试做出它的轮廓图，
确定基点，并分别用绝对坐标系与相对坐标系表示基点坐标．

（１４）已知零件如图１４６所示，在数控铣床上对其轮廓进
行铣削加工，试确定其轮廓基点及坐标．

图　１４５

　　

图　１４６

２２ 应用数学 （加工制造类专题）
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（１５）图１４７所示为一平板模板零件，内部三圆孔及圆角
矩形孔均已加工好，现需要在数控铣床上加工外轮廓，试建立

适当坐标系，标出轮廓基点、基点坐标及相应的圆心坐标．
（１６）图１４８所示是一手柄零件图．试作出它的轮廓图、

标出其基点，并分别用直径方式和半径方式写出基点的坐标

（包括对应圆弧的圆心坐标）．

图　１４７ 图　１４８

【实践作业】

课题名称：手摇柄零件的车削．
材料准备：手摇柄零件加工项目图样，人手一份，如

图１４９所示．
现场准备：实习指导老师两人，数控车床两台，刀具及相

关材料．
知识应用：圆弧的连接及其性质，工件轮廓图，基点及基

点坐标，定比分点公式，两点距离公式．

图　１４９

操作步骤：

（１）数控车床加工手摇柄类零件的初步认识．展示数控车
床加工手摇柄类零件实物；用 ＰＰＴ（或相关视频材料）介绍数
控车床加工手摇柄类零件的基本过程．

（２）作出手摇柄加工件轮廓图．

３２第１章　加工制造基础
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（３）确定其基点．
（４）建立适当坐标系．分别用直径方式、半径方式写出基

点的坐标 （包括对应圆弧的圆心坐标）．
其中，对圆弧连接点基点坐标的求解展开讨论．仅用定比

分点公式能求出其坐标吗？

（５）补全下列程序并输入命令．
序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号

　Ｇ０　Ｇ４０　Ｇ９７　Ｇ９９　Ｇ２１　Ｆ０２； 　程序初始化

　Ｇ０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３　Ｓ８００　Ｔ０１０１　Ｍ８；
　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ、１号车刀

１号刀补、切削液开

　Ｇ４２　Ｘ３２　Ｚ２； 　快速定位到起刀点

　Ｇ７３　Ｕ１５　Ｒ１０；

　Ｇ７３　Ｐ１　Ｑ２　Ｕ１　Ｗ０１　Ｆ０２；

　Ｇ７３固定形状粗加工循环及参

数设置

Ｎ１ 　Ｇ０　Ｘ－１　Ｚ２； 　辅助点

　Ｇ１　Ｘ－１　Ｚ０； 　圆心ｚ轴方向延长线上点

　Ｘ０　Ｚ０； 　圆心点

　基点１

　基点２

　基点…

　Ｘ２４　Ｚ－７３４３６；

Ｎ２ 　Ｚ－８５；

　Ｇ７０　Ｐ１　Ｑ２　Ｓ１５００　Ｆ０１；
　轮廓精加工复合循环指令及参

数设置

　Ｇ０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３０； 　程序结束

（６）简要介绍自定心卡盘装夹、对刀、加工外圆与圆弧面
等方法．

４２ 应用数学 （加工制造类专题）
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第２章　直线和圆的方程

我们已经知道，数控机床数字化处理过程中，确定零件轮

廓线上基点坐标是一项重要的任务．
图２１所示是一零件局部的示意图及其轮廓图，图中基点

有Ａ、Ｂ、Ｃ，其中基点 Ｃ的坐标不能直接得到，如何求基点 Ｃ
的坐标呢？

分析可知，基点Ｃ是直线ＡＣ与ＢＣ的交点．求出这两直线
的交点坐标，就能得到基点Ｃ的坐标．

图　２１

一般地，基点的实质是两条曲线 （包括直线）的交点．那
么，如何由任意两条曲线求出其交点的坐标呢？

２１　平面内的曲线和方程

在平面直角坐标系下，平面上的一点和一对有序实数 （ｘ，ｙ）
之间建立了一一对应的关系．利用这种关系，可以知道有序实
数对 ｘ、ｙ构成的关系式与对应点在平面内形成的轨迹间的
联系．

一、曲线与方程

我们知道：符合某种条件的点的集合叫作符合这种条件的

点的轨迹．这种轨迹的图形可以是直线、射线、圆，当然还有
线段、弧等．为此，我们可以把这种轨迹的图形称为曲线．

一般地，点对应于一对有序实数，如果点的位置变动，那

么点的坐标也随之变动，在一定条件制约下，点的轨迹成为一
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条曲线，这种制约反映在点的坐标 ｘ与 ｙ的关系中，可用其二
元方程表示，现用Ｆ（ｘ，ｙ）＝０表示，这个方程Ｆ（ｘ，ｙ）＝０，就
叫作曲线的方程．就是说，一条曲线可以用代数的方程表示．
反过来，在一个二元方程Ｆ（ｘ，ｙ）＝０中，把它的实数解看成点
的坐标Ｐ１（ｘ１，ｙ１）、Ｐ２（ｘ２，ｙ２）、Ｐ３（ｘ３，ｙ３）、……，定出各
点，且各点顺次连接在一起，就形成了一条曲线．就是说，代
数中的方程可以用曲线表示．这个曲线叫作方程的轨迹或图像．

我们知道了曲线和方程的这种关系，就可以：

（１）已知一个关于ｘ、ｙ的二元方程，画出它的曲线．
（２）已知一条曲线的性质，求出它的方程．

二、基点与曲线方程的关系

根据曲线与方程的关系易知，两条曲线交点的坐标就是这

两个曲线方程的公共实数解，即这两个曲线方程组成的方程组

的实数解；反过来，若两个曲线方程组成的方程组有几组实数

解，则两曲线就有几个交点．若方程组没有实数解，则两曲线
就没有交点．

所以，求曲线的交点，就是求对应方程组的解．
因此，在数字化处理的过程中，求基点的坐标，就可以看

成求构成基点的两几何元素对应曲线方程组的解；进一步，就

是求曲线的方程．

练习题２１

（１）基点是两几何元素的交点，求基点的坐标与这两元素
所在的曲线方程有什么关系？

（２）由直线和圆弧组成的平面轮廓，数控编程时数值计算的
主要任务是求各（　　）坐标．

Ａ节点　　　Ｂ基点　　　Ｃ切点　　　Ｄ交点
（３）构成基点Ａ的两几何元素对应曲线是ｙ＝ｘ２与ｙ＝２ｘ－

１，求基点Ａ的坐标．

２２　直线型基点与直线方程

几何元素中直线与直线构成的基点是最常见的．在前文
图２１所示中，基点 Ｃ是直线 ＡＣ与 ＢＣ的交点，只要知道了直
线ＡＣ与直线ＢＣ的方程，求它们方程组的解，就得到了它们的

６２ 应用数学 （加工制造类专题）
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交点坐标．这样，基点 Ｃ的坐标就确定了．那直线的方程是如
何表述的呢？

一、直线的方程

我们知道，一次函数ｙ＝ｋｘ＋ｂ（ｋ≠０）在平面直角坐标系
中的图像是一条直线．它也可以看成关于 ｘ、ｙ的二元一次方
程，并且能够知道以二元一次方程ｙ＝ｋｘ＋ｂ的解作为坐标的点
都在此直线上；反过来，此直线上的点的坐标都是这个二元一

次方程ｙ＝ｋｘ＋ｂ的解．所以这个二元一次方程ｙ＝ｋｘ＋ｂ就是这
条直线的方程，反之亦然．

一般地，对于二元一次方程 Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃ＝０（Ａ、Ｂ不同为
零）的图像都是一条直线．它叫作直线的一般式方程．

二、直线方程的几种形式

对于各种不同的情形，还可得到直线方程的其他表述形式．
（一）点斜式方程

在体育运动项目台球中，用球杆击球的事实告诉我们：一

个点与一个方向就决定了一条直线．这个方向我们用直线的倾
斜角与斜率的概念加以描述．

直线的倾斜角：设一条直线与 ｘ轴相交，如果把 ｘ轴围绕
此交点依逆时针方向转到与这直线重合时所成的角设为 α，则
称α是直线的倾斜角，如图２２所示．

当直线ｌ与ｘ轴重合或平行时，规定直线ｌ的倾斜角α＝０°．
所以，直线的倾斜角α的范围是０°≤α＜１８０°．

直线的斜率：一条直线倾斜角的正切，称为这条直线的斜

率，用ｋ表示，即ｋ＝ｔａｎα．
如果直线过Ｐ１（ｘ１，ｙ１）、Ｐ２（ｘ２，ｙ２）两点，且不与ｘ轴垂直

（即ｘ１≠ｘ２），那么斜率ｋ＝
ｙ２－ｙ１
ｘ２－ｘ１

．即直线的斜率等于直线上任

意两点的纵坐标的差与对应横坐标的差的比．
若已知直线的斜率为ｋ，且经过定点Ｐ１（ｘ１，ｙ１），那么该直

线的方程是 ｙ－ｙ１＝ｋ（ｘ－ｘ１）．这个方程叫作直线的点斜式
方程．

（二）两点式方程

在生产活动中，先定两个点，就可划出一条确定的直线的

现象普遍存在，例如钳工的划线．这些事实说明了两点决定一
条直线．若直线经过已知两点Ｐ１（ｘ１，ｙ１）、Ｐ２（ｘ２，ｙ２），则根据

７２第２章　直线和圆的方程

图　２２
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同一直线上的斜率相等，就有此直线的方程是
ｙ－ｙ１
ｙ１－ｙ２

＝
ｘ－ｘ１
ｘ１－ｘ２

，

这个方程叫作直线的两点式方程．
【例】　已知一零件的示意图如图２３所示，在建立图示的

坐标系下，求圆心Ｏ１、圆心Ｏ２与圆心Ｏ３各连心线所在直线的
方程．

解：据图中标注数据可知：Ｏ１（１０，３０）、Ｏ２（３５，１５）和
Ｏ３（４０，３０）．

显然，Ｏ１Ｏ３的直线方程是ｙ＝３０；

由两点式方程，得所求 Ｏ１Ｏ２的直线方程是
ｙ－３０
３０－１５＝

ｘ－１０
１０－３５，

即　３ｘ＋５ｙ－１８０＝０；
同理，Ｏ２Ｏ３的直线方程是３ｘ－ｙ－９０＝０．
（三）斜截式方程

已知一点是ｙ轴上的一特殊点，即若直线与 ｙ轴相交于点
Ｂ（０，ｂ），斜率为 ｋ，则根据点斜式方程，有该直线的方程是
ｙ－ｂ＝ｋ（ｘ－０），即 ｙ＝ｋｘ＋ｂ，我们把这直线与 ｙ轴的交点
Ｂ（０，ｂ）的纵坐标ｂ叫作它在ｙ轴上的纵截距．这个方程叫作斜
截式方程．

问题思考：“截距”的概念是指其距离吗？

【例】　图２４所示是一零件的轮廓图，试根据图示，求出
直线ＡＣ、ＢＣ、ＡＢ和ＤＥ的方程．

解：由图可知：直线 ＡＣ在 ｙ轴上的截距是１７，倾斜角是
１５０°，所以，ＡＣ所在直线的方程是ｙ＝ｔａｎ１５０°ｘ＋１７，

即ｙ＝－槡３３ｘ＋１７；

同理，ＢＣ所在直线的方程是ｙ＝槡３３ｘ－１７；

ＡＢ在ｙ轴上，ＡＢ直线的方程是ｘ＝０．

ＯＣ＝ＯＡ×ｔａｎ６０°＝１７槡３，则直线 ＤＥ的方程是 ｘ＝－（３５－

１７槡３）．
（四）截距式方程

若已知两点：直线与 ｘ轴的交点 Ａ（ａ，０）、与 ｙ轴的交点

Ｂ（０，ｂ），则据两点式方程，得ｘ－ａａ－０＝
ｙ－０
０－ｂ，

ｘ
ａ－１＝－

ｙ
ｂ，即

ｘ
ａ＋

８２ 应用数学 （加工制造类专题）

图　２３

图　２４
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ｙ
ｂ＝１（其中 ａ≠０，ｂ≠０），这个方程叫作直线的截距式方程．

其中ａ叫作直线在ｘ轴上的横截距．
【例】　如图２５所示，已知正方形ＡＢＣＤ的边长是４，对角

线ＡＣ、ＢＤ的交点 Ｏ为坐标原点，Ｅ、Ｆ分别为 ＡＯ、ＢＯ的中
点，求直线ＥＦ的方程．

解：根据题意，对角线ＡＣ、ＢＤ长均为４槡２，Ｅ、Ｆ点的坐

标分别是 （槡２，０），（０，槡２）．由截距式方程得

直线ＥＦ：ｘ

槡２
＋ｙ

槡２
＝１，就是ｘ＋ｙ－槡２＝０．

问题思考：前面我们学习了直线方程的五种表达形式，一

般情况下，如何灵活选用它们来求未知直线的方程呢？用点斜

式方程要注意什么？斜截式呢？截距式与两点式呢？

三、两直线的关系及点到直线的距离

我们知道，同一平面内的两条直线有相交与平行 （包括重

合）两种情形．若相交，就有交点、夹角与垂直的问题；若平
行，就有它们之间平行的条件与距离的问题．这些问题，像
图２１中求两直线的交点一样，在数控加工的数字化及其他生产
实践中也常会遇到．

设直线ｌ１：ｙ＝ｋ１ｘ＋ｂ１，直线 ｌ２：ｙ＝ｋ２ｘ＋ｂ２．它们与 ｘ轴
的倾斜角分别是α１，α２．

（一）两直线的平行

如图２６ａ所示，若直线ｌ１和直线ｌ２的斜率存在，则ｌ１∥ｌ２
 ｋ１＝ｋ２．如图２６ｂ所示，若直线 ｌ１和直线 ｌ２斜率不存在，
即其与ｘ轴的倾斜角都为９０°，显然ｌ１∥ｌ２．

（二）两直线的交角

如图２７所示，直线ｌ１和ｌ２夹角θ１是指ｌ１按逆时针方向转

到ｌ２的角；直线ｌ２和ｌ１夹角θ２是指ｌ２按逆时针方向转到ｌ１的
角；两直线的夹角θ是０°≤θ＜１８０°．

图　２７

９２第２章　直线和圆的方程

图　２５

图　２６
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对于任意两直线夹角θ，都有ｔａｎθ＝
ｔａｎα２－ｔａｎα１
１＋ｔａｎα２ｔａｎα１

，由此可

以推出两直线的夹角公式：ｔａｎθ＝
ｋ２－ｋ１
１＋ｋ２ｋ１

．

在上述两直线的夹角公式使用中，要注意的是：ｋ１是第一
条直线的斜率，ｋ２是第二条直线的斜率，所求夹角是第一条直
线逆时针转到第二条直线位置形成的角；若ｋ１与ｋ２中有一不存
在，即有一条直线倾斜角为９０°，则利用它们互余关系，可直接
求出夹角；若ｋ１与 ｋ２均不存在，即都垂直于 ｘ轴，则 ｌ１∥ｌ２，
夹角θ＝０°．

【例】　求直线２ｘ－３ｙ＋５＝０到直线ｘ＋２ｙ＋２＝０的夹角．
解：设所求的角为 θ，则据题意可知，直线２ｘ－３ｙ＋５＝０

是角θ的始边，直线 ｘ＋２ｙ＋２＝０是角 θ的终边，如图２８所

示．于是有ｋ始 ＝
２
３，ｋ终 ＝－

１
２，所以

ｔａｎθ＝
ｋ终 －ｋ始
１＋ｋ终 ｋ始

＝
－１２－

２
３

１－１２×
２
３

＝－７４，

θ为钝角，θ≈１１９°４５′．
假如上题中不指明求哪一个角，仅说求两条直线间的夹角，

那么两条直线中的任一条都可成为始边，则所求角有两种可能，

但两者应互为补角．
（三）两直线的垂直

ｌ１⊥ｌ２ ｋ１ｋ２＝－１．
问题思考：若ｌ１⊥ｌ２，且ｌ１的斜率ｋ１不存在，那么ｌ２的斜

率ｋ２情况如何呢？
【例】　如图２９所示为一零件箱体的一部分，直线 ＣＢ与

弧

)

ＢＤ相切于点Ｂ，且切点Ｂ的坐标为 （８０，６０），与ｙ轴相交于
点Ｃ，求ＯＣ的长．

解：因为直线ＯＢ的斜率ｋ１＝
６０
８０＝

３
４，

直线ＣＢ与弧

)

ＢＤ相切于 Ｂ，则 ＣＢ⊥ＯＢ，设直线 ＣＢ的斜率

为ｋ２，则ｋ１ｋ２＝－１，直线ＣＢ的斜率ｋ２为－
４
３，

于是，直线 ＣＢ的方程是 ｙ－６０＝－４３（ｘ－８０），即 ｙ＝

－４３ｘ＋
５００
３，

０３ 应用数学 （加工制造类专题）

图　２８

图　２９
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所以ＯＣ＝５００３．

（四）点到直线的距离

一般地，已知点 Ｐ０（ｘ０，ｙ０），直线 ｌ：Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃ＝０，那

么，设点Ｐ０到直线ｌ的距离为 ｄ，则 ｄ＝
Ａｘ０＋Ｂｙ０＋Ｃ

Ａ２＋Ｂ槡
２
，称此

式为点到直线的距离公式．
【例】　如图２１０所示，一工件的轮廓线为 ＯＡＢＣＤ，Ｃ、Ｄ

为切点，为了合理下料，试求出尺寸Ｈ与ＣＢ的长度．

解：根据题意，得ｋＡＢ＝ｔａｎ（１８０°－１２０°）＝槡３

因ＣＢ⊥ＡＢ，则ｋＡＢ×ｋＣＢ＝－１，ｋＣＢ＝－
１

槡３
，

在直角△ＡＥＢ中，ＢＥ＝ＡＥ×ｔａｎ６０°＝３０槡３，点 Ｂ的坐标是

（７０，３０槡３），直线ＣＢ的方程是ｙ－３０槡３＝－
１

槡３
（ｘ－７０），即ｘ＋

槡３ｙ－１６０＝０，

设点Ｐ的坐标是 （２０，ｙ０），因为 ＣＢ与⊙Ｐ的弧

)

ＤＣ相切，

所以点 Ｐ到直线 ＣＢ的距离是 ２０，即
２０＋槡３ｙ０－１６０

１２＋（槡３）槡
２
＝２０，

ｙ０＝５７７４（ｙ′０＝１０３９３不合题意，舍去），则 Ｈ＝５７７４＋２０＝
７７７４．

由图知ＣＢ的长度即为点Ｐ（２０，５７７４）到直线ＡＢ的距离，

直线ＡＢ的方程是ｙ－０＝槡３（ｘ－４０），即槡３ｘ－ｙ－４０槡３＝０，ｄＣＢ＝

２０槡３－５７７４－４０槡３

（槡３）
２＋（－１）槡 ２

＝４６１９．

则ＣＢ的长度是４６１９．
问题思考：在求得Ｐ点坐标后，能用另外的方法直接求ＣＢ

的长度吗？

练习题２２

（１）根据下列条件求直线的方程：
１）经过点Ｐ（－３，２），且平行于直线ｘ＋２ｙ－４＝０；
２）在ｙ轴上截距是－２，且与倾斜角为３０°的一直线的夹角

为４５°；

１３第２章　直线和圆的方程

图　２１０
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３）过点Ｐ －１２，( )２，且垂直于斜率为２３的直线；
４）经过原点，且与Ｐ（２，１）的距离等于 槡３５

５；

（２）已知直线ｌ１：Ａ１ｘ＋Ｂ１ｙ＋Ｃ１＝０与直线ｌ２：Ａ２ｘ＋Ｂ２ｙ＋

Ｃ２＝０相交，设ｌ１与ｌ２的夹角为α，试证：ｔａｎα＝
Ａ１Ｂ２－Ａ２Ｂ１
Ａ１Ａ２＋Ｂ１Ｂ２

．

图　２１２

　　（３）某安装工地采用加装固定托板的方法对成１０５°角转弯
连接的管道加固．现需要在托板上划线钻孔装固定件，试根据
图２１１，求划线时所要的 ｈ１、ｈ２、ｈ３和 ｈ４的尺寸数据 （单位

为ｍ，精确到００１）．
（４）已知一零件的尺寸如图２１２所示，在对其加工的过程

中，需要知道点 Ｍ到直线 ＡＢ的距离，试在建立合适的坐标系
后，求出点Ｍ到直线ＡＢ的距离．

（５）已知一零件的局部结构和尺寸如图２１３所示，在铣削
型腔时需要计算图中Ｂ、Ｃ孔中心所在直线与水平线的夹角以及
尺寸Ｈ．试在建立适当的坐标系后求之．

（６）已知，图２１４所示为一爪支架的示意图，孔中心Ａ到
直线ＢＣ的距离ＡＤ是一检验尺寸，试求之．

图　２１３ 图　２１４

２３ 应用数学 （加工制造类专题）

图　２１１
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２３　用直线方程求直线型基点坐标

直线型基点是两直线的交点，所以只要求两直线方程组成

的方程组的解．
现在我们一起来解决本章开头提出的问题．
建立如图 ２１５ａ所示的坐标系，则点 Ａ的坐标是 （３６，

－１０），点Ｂ的坐标是 （０，－１３）．

图　２１５

因为直线 ＣＡ的斜率 ｋＣＡ＝ｔａｎ３０°＝０５７７，所以直线 ＣＡ的
方程是ｙ＋１０＝０５７７（ｘ－３６），即０５７７ｘ－ｙ－３０７７２＝０．

又因为直线 ＢＣ的斜率 ｋＢＣ＝ｔａｎ（１８０°－２０°）＝－ｔａｎ２０°＝
－０３６４，所以直线 ＢＣ的方程是 ｙ＋１３＝－０３６４（ｘ－０），即
０３６４ｘ＋ｙ＋１３＝０．

解方程组
０５７７ｘ－ｙ－３０７７２＝０，
０３６４ｘ＋ｙ{ ＋１３＝０

得
ｘ＝１８８９，
ｙ＝－１９８８{ ．

在图 ２１５ａ所示的坐标系中，Ｃ点的坐标是 （１８８９，
－１９８８），然而，按照数控机床加工零件的要求，建立以左端
面旋转中心为坐标原点的工件坐标系，如图２１５ｂ所示，则基点
坐标见下表：

坐标 Ａ Ｂ Ｃ

ｘ
直径方式编程 ２０ ２６ ３９７６

半径方式编程 １０ １３ １９８８

ｚ ３６ ０ １８８９

【例】　已知一零件的轮廓图，如图２１６所示，试求①轮廓
线ＢＣ与 ＣＤ所在直线的方程；②基点 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ和 Ｅ的
坐标．

解：①由ＢＣ边ｉ＝１∶槡３知，ＢＣ边的斜率ｋ＝ｔａｎα＝ｉ＝１∶槡３，

又截距ｂ为２０，则 ＢＣ的直线方程是 ｙ＝槡３３ｘ＋２０；由 ＣＤ边的

３３第２章　直线和圆的方程
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图　２１６

ｉ＝１∶１知，ＣＤ边所在直线的斜率 ｋ＝－ｉ＝－１，又 Ｄ点坐标是
（６０，４０），则 ＣＤ的直线方程是 ｙ－４０＝－１（ｘ－６０），即 ｙ＝
－ｘ＋１００．

② Ｃ是直线ｙ＝槡３３ｘ＋２０与直线ｙ＝－ｘ＋１００的交点，

解方程组
ｙ＝槡３３ｘ＋２０，

ｙ＝－ｘ{ ＋１００
得
ｘ＝５０７１，
ｙ＝４９２９{ ．

所以基点坐标分别为Ａ（０，０）、Ｂ（０，２０）、Ｃ（５０７１，４９２９）、
Ｄ（６０，４０）和Ｅ（６０，０）．

参考编程为：数控铣床程序 （ＦＡＮＵＣ系统），选择坐标原
点为编程原点，加工顺序为顺时针方向Ａ→Ｅ→Ａ．
序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号

Ｎ１０ 　Ｇ９０　Ｇ９４　Ｇ２１　Ｇ４０　Ｇ５４　Ｆ１００； 　程序初始化

Ｎ２０ 　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　ｚ轴方向回参考点

Ｎ３０ 　Ｍ３　Ｓ８００； 　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ

Ｎ４０ 　Ｇ９０　Ｇ００　Ｘ－２０　Ｙ－２０； 　快速定位到起刀点

Ｎ５０ 　Ｚ２０　Ｍ０８； 　切屑液开

Ｎ６０ 　Ｇ０１　Ｚ－５　Ｆ１００； 　背吃刀量为５ｍｍ

Ｎ７０ 　Ｇ４１　Ｇ０１　Ｘ０　Ｙ－１５　Ｄ０１； 　Ａ点ｙ轴延长线上建立刀补

Ｎ８０ 　Ｘ０　Ｙ２０； 　Ｂ点

Ｎ９０ 　Ｘ５０７１　Ｙ４９２９； 　Ｃ点

Ｎ１００ 　Ｘ６０　Ｙ４０； 　Ｄ点

Ｎ１１０ 　Ｘ６０　Ｙ０； 　Ｅ点

Ｎ１２０ 　Ｘ－１５　Ｙ０； 　Ａ点ｘ轴延长线上点

Ｎ１３０ 　Ｇ４０　Ｇ０１　Ｘ－２０　Ｙ－２０　Ｍ０９； 　取消刀补

Ｎ１４０ 　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　返回ｚ轴方向参考点

Ｎ１５０ 　Ｍ３０； 　程序结束

４３ 应用数学 （加工制造类专题）
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练习题２３

（１）图２１７所示是一零件的一部分，试建立适当的坐标
系，确定其基点及坐标 （用直径方式表示）．

（２）图２１８所示是一零件的一部分，用轮廓铣加工，试建
立适当的坐标系，确定其基点及坐标．

２４　直线和圆构成的基点与圆方程

在加工轮廓图的基点中，直线与圆弧相交、相切构成基点

是普遍的情形．
在图２１９所示的零件中，Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ为基点．据图

容易得 Ａ、Ｂ、Ｄ、Ｅ的坐标值；Ｃ点坐标不能迅速得到．但注

意到Ｃ点是直线 ＢＣ与圆弧

)

ＣＤ的切点，根据曲线与方程的关系
可知，只要知道对应的直线与圆的方程，求其联立方程的解，

就能得基点Ｃ的坐标．因此，要求圆弧所在圆的方程．

图　２１９

为此，我们在认识圆的方程的基础知识后，实施其基点的

求解．

一、圆的标准式方程

圆心是Ｃ（ａ，ｂ）、半径是ｒ的圆的方程是
（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝ｒ２，

这个方程叫作圆的标准式方程．

【例】　在图２１９所示中，试根据图示标注，求：①弧

)

ＣＤ
所在圆的方程；②经过Ｏ１、Ｂ、Ｃ三点的圆方程．

解：根据图示标注，有

① 圆心Ｏ１的坐标是 （８０，２６），半径是３０，所以弧

)

ＣＤ所在

５３第２章　直线和圆的方程

图　２１７

图　２１８
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圆的方程是（ｘ－８０）２＋（ｙ－２６）２＝３０２；

② 弧

)

ＢＣ与弧

)

ＣＤ所在圆相切于点 Ｃ，则∠ＢＣＯ１是直角，所
以ＢＯ１是经过 Ｏ１、Ｂ、Ｃ三点圆的直径；又因为 Ｏ１、Ｂ的坐标
分别是 （８０，２６）、 （０，１２），所以圆心坐标是 Ｏ２ （４０，１９），

其圆半径是
１
２ （８０－０）２＋（２６－１２）槡

２
槡＝ １６４９，则过Ｏ１、Ｂ、Ｃ

三点的圆方程是（ｘ－４０）２＋（ｙ－１９）２＝１６４９．

二、圆的一般式方程

方程ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０叫作圆的一般式方程，它以二
次项系数相同、不等于零且缺少一次项的形式特征，作为一个

二元二次方程表示圆的必要条件，由三个独立的条件求出圆

方程．
因为方程ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０经过配方可以化成

ｘ＋Ｄ( )２
２
＋ｙ＋Ｅ( )２

２
＝Ｄ

２＋Ｅ２－４Ｆ
４ ．

① 若Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ＞０，则上述方程的轨迹是一个圆，它的

圆心是 －Ｄ２，－
Ｅ( )２，半径是ｒ＝ Ｄ２＋Ｅ２－４槡 Ｆ

２ ；

② 若Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ＝０，即半径 ｒ＝０，则上述方程的轨迹缩

小成一点 －Ｄ２，－
Ｅ( )２，可称为点圆；

③ 若Ｄ２＋Ｅ２－４Ｆ＜０，方程无实数解，则上述方程没有轨
迹，可称为虚圆．

三、点与圆的位置关系

显然，点 Ｐ１（ｘ１，ｙ１）与圆（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝ｒ２的位置关

系有

① 点Ｐ１（ｘ１，ｙ１）在圆内　　 （ｘ１－ａ）２＋（ｙ１－ｂ）槡
２＜ｒ；

② 点Ｐ１（ｘ１，ｙ１）在圆上　　 （ｘ１－ａ）２＋（ｙ１－ｂ）槡
２＝ｒ；

③ 点Ｐ１（ｘ１，ｙ１）在圆外　　 （ｘ１－ａ）２＋（ｙ１－ｂ）槡
２＞ｒ．

四、直线与圆的位置关系

我们知道，直线与圆有相交、相切和相离三种位置关系，

它们的这种关系与对应的方程之间又有什么联系呢？结论如下

表所示．
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位置关系 相交 相切 相离

交点情况 有两个交点 有且仅有一个交点 没有交点

图形表示

圆心距与半径 ｄ＜ｒ ｄ＝ｒ ｄ＞ｒ

直线方程与圆

方程之间关系

（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝ｒ２

Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃ{ ＝０

Ａａ＋Ｂｂ＋Ｃ
Ａ２＋Ｂ槡

２
＜ｒ Ａａ＋Ｂｂ＋Ｃ

Ａ２＋Ｂ槡
２
＝ｒ Ａａ＋Ｂｂ＋Ｃ

Ａ２＋Ｂ槡
２
＞ｒ

　方程组有两组不同

的实数解

　方程组仅有一组解

（即两组相同实数解）
　方程组没有实数解

方程组消去ｙ得ｐｘ２＋ｑｘ＋ｔ＝０

Δ＞０ Δ＝０ Δ＜０

五、圆的切线方程

利用圆的切线的判定定理及性质定理等，易得圆的切线

方程．
（一）经过圆上一点的圆的切线方程

设Ｐ０（ｘ０，ｙ０）是圆ｘ２＋ｙ２＝ｒ２上一点，ｌ是过Ｐ０点的切线，

则 ＯＰ０ ＝ｒ，且ｌ⊥ＯＰ０．

因为ＯＰ０的斜率是
ｙ０
ｘ０
，所以它的垂线ｌ的斜率是－

ｘ０
ｙ０
，则切

线ｌ的方程是ｙ－ｙ０＝－
ｘ０
ｙ０
（ｘ－ｘ０），即ｘ０ｘ＋ｙ０ｙ＝ｘ２０＋ｙ２０，又因

Ｐ０（ｘ０，ｙ０）是圆ｘ２＋ｙ２＝ｒ２上的一点，应有ｘ２０＋ｙ２０＝ｒ２，则所求
的切线方程是ｘ０ｘ＋ｙ０ｙ＝ｒ２．

为了方便，人们把经过切点垂直于切线的直线叫作法线．
因切线与法线互相垂直，它们斜率的积为 －１，即互为负倒数．
在圆中的法线就是切点与圆心连线 （过切点的半径）所在的

直线．
问题探究：至此，你能得到求过圆 ｘ２＋ｙ２＝ｒ２上一点 Ｐ０

（ｘ０，ｙ０）的切线方程的简单方法吗？
观察切线方程ｘ０ｘ＋ｙ０ｙ＝ｒ２的形式，其简单方法是用ｘ０ｘ、ｙ０ｙ
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分别替代圆ｘ２＋ｙ２＝ｒ２中的ｘ２、ｙ２，即得切线方程ｘ０ｘ＋ｙ０ｙ＝ｒ２．
既然如此，我们会产生这样的念头：对于过圆的标准方程

（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝ｒ２上一点 Ｐ０（ｘ０，ｙ０）的切线方程，能作如
下类比猜想吗？

用（ｘ０－ａ）（ｘ－ａ）、（ｙ０－ｂ）（ｙ－ｂ）分别替代圆的标准式方程中
的（ｘ－ａ）２、（ｙ－ｂ）２，得其切线方程是（ｘ０－ａ）（ｘ－ａ）＋（ｙ０－ｂ）
（ｙ－ｂ）＝ｒ２．

用类似上述的求解方法，能证明这样的猜想是成立的．
对于圆的一般方程：ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０，过圆上一点

Ｐ０（ｘ０，ｙ０）的切线方程为

ｘ０ｘ＋ｙ０ｙ＋Ｄ
ｘ＋ｘ０( )２

＋Ｅ
ｙ＋ｙ０( )２

＋Ｆ＝０

观察这一切线方程的形式，可知其简单方法是用 ｘ０ｘ、ｙ０ｙ、
ｘ＋ｘ０
２ 和

ｙ＋ｙ０
２ 分别替代圆的一般式方程 ｘ２＋ｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０

中的 ｘ２、ｙ２、ｘ和 ｙ，即得切线方程 ｘ０ｘ＋ｙ０ｙ＋Ｄ
ｘ＋ｘ０( )２

＋

Ｅ
ｙ＋ｙ０( )２

＋Ｆ＝０．

（二）经过圆外一点的圆的切线方程

设Ｐ１（ｘ１，ｙ１）是圆 ｘ２＋ｙ２＝ｒ２外的一点，ｌ是过 Ｐ１点且与

圆相切的直线．
根据上述求过圆上切点的圆的切线方程可知，只要知道切

点，切线方程也就容易得到了．所以求经过圆外一点的圆的切
线方程的关键是求切点．

设所求切线的切点是Ｐ０（ｘ０，ｙ０），则切线方程是ｘ０ｘ＋ｙ０ｙ＝
ｒ２，它是过点Ｐ１（ｘ１，ｙ１）的直线，所以 ｘ１ｘ０＋ｙ１ｙ０＝ｒ２；又因为
Ｐ０（ｘ０，ｙ０）在圆上，它的坐标满足圆的方程，有ｘ２０＋ｙ２０＝ｒ２．

解方程组
ｘ２０＋ｙ２０＝ｒ２，

ｘ１ｘ０＋ｙ１ｙ０＝ｒ{ ２
求出 ｘ０和 ｙ０，就得到所求切线方

程了．

练习题２４

（１）求下列圆的方程：
１）圆心Ｍ（２，－３），半径ｒ＝４；

８３ 应用数学 （加工制造类专题）
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２）圆心Ｍ（０，３），半径ｒ 槡＝５；
３）圆与坐标轴的三个交点分别为 Ａ（０，３）、Ｂ（０，－３）、

Ｃ（９，０）．
（２）一圆的方程为ｘ２＋ｙ２－４ｘ－６ｙ＋９＝０，试判断该圆分

别与两坐标轴所在的直线的位置关系．
（３）试先判断点 Ｐ（４，－３）与圆 ｘ２＋ｙ２＝２５的位置关系，

再求过该点且与此圆相切的直线方程．
（４）求以Ｃ（１，３）为圆心，并且和直线３ｘ－４ｙ－７＝０相切

的圆的方程．
（５）图２２０所示为一自行车的飞轮齿廓曲线的一部分，其

中弧

)

ＡＢ是一段圆弧，它的圆心是点 Ｏ，半径是４ｍｍ，圆心角 α

为６０°；弧

)

ＢＣ也是一段圆弧，它的圆心是点 Ｍ，半径是１０ｍｍ，

试求弧

)

ＡＢ、弧

)

ＢＣ所在圆的方程．

２５　求直线与圆形成的基点举例

我们一起来解决本章开头提出的问题，即直线与圆弧相交、

相切构成的基点的计算问题．
【例】　已知如图２２１所示的零件，Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ为基

点，在数控机床加工，编程时需要计算各基点的坐标值，试根

据图示尺寸求出各点坐标．
分析：建立如图 ２２１所示的直角坐标系，显然，Ａ、Ｂ、

Ｄ、Ｅ基点的坐标分别是 Ａ（０，０）、Ｂ（０，１２）、Ｄ（１１０，２６）、
Ｅ（１１０，０），重点是求Ｃ点的坐标．Ｃ点是直线与圆弧的切点．
根据曲线与方程的关系可知，只要知道直线与圆的方程，求联

立方程的解，即得Ｃ点坐标．

图　２２１

解：因为 Ｏ１坐标是 （８０，２６），⊙Ｏ１半径为 ３０，所以

９３第２章　直线和圆的方程
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⊙Ｏ１的方程是（ｘ－８０）２＋（ｙ－２６）２＝３０２．

ＢＯ１＝ （８０－０）２＋（２６－１２）槡
２

槡＝２ １６４９≈８１２１６，

由ｔａｎα＝２６－１２８０ ＝７４０≈０１７５，

ｓｉｎβ＝ ３０
８１２１６≈０３６９４，ｃｏｓβ＝ １－０３６９４槡

２≈０９２９２，

ｔａｎβ＝ｓｉｎβｃｏｓβ
＝０３６９４０９２９２≈０３９７５，

ｔａｎ（α＋β）＝ｔａｎα＋ｔａｎβ１－ｔａｎαｔａｎβ
＝ ０１７５＋０３９７５１－０１７５×０３９７５≈０６１５３，

得直线ＢＣ的方程是ｙ＝０６１５３ｘ＋１２，

解方程组
ｙ＝０６１５３ｘ＋１２，
（ｘ－８０）２＋（ｙ－２６）２＝３０{ ２，　 得

ｘ＝６４２７９，
ｙ{ ＝５１５５１

则Ｃ点的坐标为 （６４２７９，５１５５１）．
问题探究：（１）能有其他的方法求直线ＢＣ的斜率ｋ吗？
直线ＢＣ与⊙Ｏ１相切，那么它们对应方程组的解应相等．其

中，根的判别式Δ＝０．
ｙ＝ｋｘ＋１２，
（ｘ－８０）２＋（ｙ－２６）２＝３０{ ２

（１）
（２）

将式 （１）代入式 （２）整理得
（ｋ２＋１）ｘ２－（２８ｋ＋１６０）ｘ＋５６９６＝０，
Δ＝（２８ｋ＋１６０）２－４×（ｋ２＋１）×５６９６＝０，
１３７５ｋ２－５６０ｋ－１７６＝０，
解得ｋ１＝０６１５３，ｋ２＝－０２０８０（不合题意，舍去）．
或，因直线ＢＣ与⊙Ｏ１相切，所以有ｄ＝ｒ，即Ｏ１（８０，２６）

到直线ｙ＝ｋｘ＋１２的距离与⊙Ｏ１的半径相同，其值为３０，即
８０ｋ－２６＋１２

ｋ２槡 ＋１
＝３０，

两边平方，整理得１３７５ｋ２－５６０ｋ－１７６＝０（下略）．
（２）我们会感觉到解切线方程与圆的方程组成的二元二次

方程组运算麻烦．有相对简单的方法吗？
注意到法线与切线垂直，在已知切线的斜率后，可知其法

线的斜率，法线 Ｏ１Ｃ的斜率为 －
１

０６１５３≈ －１６２５２，求出法线

方程为ｙ－２６＝－１６２５２（ｘ－８０）．因切线与法线的交点即为切
点Ｃ，切线和法线的方程组成较为简单的二元一次方程组
ｙ＝０６１５３ｘ＋１２，
ｙ－２６＝－１６２５２（ｘ－８０{ ）

它的解即为切点Ｃ的坐标．这种解法

０４ 应用数学 （加工制造类专题）
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相对简便一点．
若注意到Ｏ１Ｃ⊥ＢＣ，ＢＯ１是过Ｂ、Ｃ、Ｏ１三点的圆Ｏ２的直

径，ＢＯ１中点Ｏ２的坐标是 （４０，１９），则有⊙Ｏ２的方程是（ｘ－
４０）２＋（ｙ－１９）２＝１６４９，Ｃ点是⊙Ｏ１与⊙Ｏ２的交点，解它们组

成的二元二次方程组
（ｘ－４０）２＋（ｙ－１９）２＝１６４９，
（ｘ－８０）２＋（ｙ－２６）２＝３０{ ２

符合题意的

一组解是Ｃ点坐标．当然这种解法的运算还有些麻烦．
如图２２１所示．注意到作适当的垂线 ＣＦ，Ｏ１Ｇ，有直角

△ＣＦＢ∽ 直角 △Ｏ１ＧＣ，就有
ＣＦ
ＦＢ＝

Ｏ１Ｇ
ＧＣ，设 Ｏ１Ｇ＝ｍ，有

１４＋ ３０２－ｍ槡
２

８０－ｍ ＝ ｍ
３０２－ｍ槡

２
，可转化为 １６４９ｍ２ －３６０００ｍ＋

１５８４００＝０，解之得ｍ１＝１５７２１４，ｍ２＝６１１００（不合题意，舍
去）．于是，Ｃ点横坐标 ｘ＝８０－１５７２１４＝６４２７９，纵坐标 ｙ＝

２６＋ ３０２－１５７２１４槡
２ ＝５１５５１即 Ｃ点 坐 标 为 （６４２７９，

５１５５１）．
问题思考：①以上各种解法运用的主要知识点是什么？

②在具体求解上各有什么特点？哪种方法较有普遍意义？
【例】　已知一零件如图２２２所示，试在建立适当坐标系

后，求出轮廓线的基点坐标．

图　２２２

解：建立图２２２所示的坐标系，基点是 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ、
Ｆ，且易知Ｃ（９０，５０）、Ｄ（９０，０），Ｅ（０，０）、Ｆ（０，４０）．

ＡＢ是⊙Ｏ１与⊙Ｏ２的外公切线，现要求切点 Ａ、Ｂ的坐标，
先求直线ＡＢ的斜率．

由图可知，在直角△Ｏ１ＭＯ２中，
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ｔａｎα＝ ５０－４０
２５＋４０－１２＝

１０
５３≈０１８８７，得α＝１０°４１′．

在直角△Ｏ１ＮＯ２中，

Ｏ１Ｏ２＝ （５０－４０）２＋（４０＋２５－１２）槡
２≈５３９３５１，

ｓｉｎβ＝
ＮＯ２
Ｏ１Ｏ２

＝２５－１２５３９３５１≈０２４１０，得β＝１３°５７′．

切线 ＡＢ的斜率 ｋ＝ｔａｎ（α＋β）＝ｔａｎ（１０°４１′＋１３°５７′）≈
０４５８５，

因法线与切线互相垂直，所以法线 ＡＯ１的斜率是 －
１
ｋ≈

－２１８１０，
法线 ＡＯ１方程 ｙ－４０＝－２１８１０（ｘ－１２），⊙Ｏ１方程

（ｘ－１２）２＋（ｙ－４０）２＝１２２，

解 方 程 组
ｙ－４０＝－２１８１０（ｘ－１２），
（ｘ－１２）２＋（ｙ－４０）２＝１２{ ２得

ｘ１≈７００，

ｙ１≈{ ５０９１

ｘ２≈１７００

ｙ２≈{ ２９０９
（舍去）．

所以Ａ点的坐标是 （７００，５０９１）．

同理，解方程组
ｙ－５０＝－２１８１０（ｘ－６５），
（ｘ－６５）２＋（ｙ－５０）２＝２５{ ２得

ｘ１≈５４５２，

ｙ１≈{ ７２７０

ｘ２≈７５４８

ｙ２≈{ ２７３０
（舍去）．

所以Ｂ点的坐标是 （５４５２，７２７０）．
问题思考：①解方程组中两组解舍去的根据是什么？它有几

何意义吗？②能回避用解二元二次方程组的解法吗？即像上例，
解切线方程与法线方程组成的一次方程组，较简单求切点坐标．

练习题２５

（１）有一块厚度为１５ｍｍ的板状零件，廓形如图２２３所示，
今在立式数控铣床上对其加工，试建立工件坐标系，求出廓形中

各基点的坐标．
　　（２）铣削如图２２４所示的薄板零件的轮廓，试判定其基点，
建立适当的坐标系，求出其基点坐标．

（３）某零件如图２２５所示，数控车削时需要知道它的基点
及圆心的坐标，试求之．

２４ 应用数学 （加工制造类专题）
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（４）图２２６所示是一零件的局部示意图，半径Ｒ１５圆弧的
圆心为Ｍ，分别与直线相切在切点Ｂ、Ｃ，试在图示坐标系下，求

①直线ＡＢ、直线ＣＤ的方程；②弧

)

ＢＣ所在圆的方程；③切点Ｂ、
Ｃ的坐标．

图　２２４

　　

图　２２５

图　２２６

　　（５）一个凸凹模零件的尺寸如图２２７所示，在数控铣床上
加工它的外轮廓，试在图示的坐标系下完成：①写出⊙Ｏ１与⊙Ｏ３
的方程；②求出直线ＡＢ、ＣＤ的方程；③求出Ｏ４点的坐标，写出
⊙Ｏ４的圆方程；④求出 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ、Ｆ、Ｇ和 Ｈ各点的
坐标．

图　２２７
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２６　圆与圆形成的基点与对应圆方程的关系

圆弧与圆弧的相连是机械轮廓线中最普遍的曲线连接，在求

圆弧与圆弧相切或相交构成的基点坐标的过程中，要正确判断其

相互关系，运用对应的方程处理．
我们知道，任何一个圆都对应一个二元二次方程，两圆在平

面上的各种关系，可以转化为对应方程间的关系如下表所示．

位置

关系
图形表示 交点情况

圆心距ｄ与两半径

Ｒ、ｒ的关系
方程间的关系

外离 　没有交点 ｄ＞Ｒ＋ｒ
　方程组没有

实数解

外切
　有且只有一

个交点
ｄ＝Ｒ＋ｒ

　方程组仅有

一组解 （即两

组相同实数

解）

相交 　有两个交点 ︱Ｒ－ｒ︱＜ｄ＜Ｒ＋ｒ

　方程组有两

组不同的实

数解

内切
　有且只有一

个交点
ｄ＝︱Ｒ－ｒ︱

　方程组仅有

一组解

内含 　没有交点 ｄ＜︱Ｒ－ｒ︱
　方程组没有

实数解

特别地，两圆相切对应的方程组仅有一组解；切点坐标
对应方程组的解．

【例】　如图２２８所示，⊙Ｏ１与⊙Ｏ２是互相外切的某零件上
的两圆孔，试根据图示求其切点的坐标．

４４ 应用数学 （加工制造类专题）
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解：建立如图所示的坐标系，可知Ｏ１（２５，４０），Ｏ２（４０，２０），
它们的半径分别是１５和１０，于是，⊙Ｏ１的方程是（ｘ－２５）２＋
（ｙ－４０）２＝１５２，⊙Ｏ２的方程是（ｘ－４０）２＋（ｙ－２０）２＝１０２．

将两圆的方程联立为方程组，并解之

（ｘ－２５）２＋（ｙ－４０）２＝１５２，
（ｘ－４０）２＋（ｙ－２０）２＝１０{ ２

（１）
（２）

式 （１）展开整理得　ｘ２＋ｙ２＝５０ｘ＋８０ｙ－２０００ （３）
式 （２）展开整理得　ｘ２＋ｙ２＝８０ｘ＋４０ｙ－１９００ （４）
由式 （３）和式 （４）得

ｙ＝３４ｘ＋
５
２ （５）

由式 （５）与式 （３）组成方程组，解之得ｘ＝３４，ｙ＝２８．
所以⊙Ｏ１与⊙Ｏ２外切的切点Ｐ的坐标是 （３４，２８）．
问题探究：当两圆相切时，切点可以看作是两圆心连接线段

的定比分点，定比由相切时的半径关系决定．

在上题中，切点Ｐ分线段Ｏ１Ｏ２的比λ＝
Ｏ１Ｐ
ＰＯ２
＝１５１０＝１５，ｘ＝

２５＋１５×４０
１＋１５ ＝３４，ｙ＝４０＋１５×２０１＋１５ ＝２８，则切点 Ｐ的坐标是

（３４，２８）．
当两圆相切时，切点也可以看作是两圆心所在直线与圆的交

点，求该直线的方程与圆的方程组成的方程组的解，方程组的解

是切点坐标．
至此，求解两圆相切切点坐标的方法有三种：解两圆方程组

法；解连心线的直线方程与圆方程的方程组法；切点分连心线段

的定比分点公式法．在具体解题中，应灵活选择．

练习题２６

（１）求圆心在原点与圆ｘ２＋ｙ２－８ｘ－９＝０内切的圆的方程．
（２）求证圆（ｘ＋２）２＋（ｙ＋２）２＝５与圆（ｘ－２）２＋（ｙ－６）２＝

８０外切，并求切点的坐标．

２７　圆与圆构成基点的求法举例

知晓了圆与圆构成基点与对应圆方程的关系，就可灵活地求

它们的基点坐标了．
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【例】　图２２９ａ所示为一数控车削的零件图，试完成：①分
析轮廓线的组成，判定基点；②求出基点及参考点的坐标．

解：因为零件呈对称性形状，所以其轮廓图可只绘一半，如

图２２９ｂ所示．根据图示，轮廓线由线段ＯＡ、ＡＢ、ＢＣ、弧

)

ＣＤ与

弧

)

ＤＥ组成；其基点是Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ，其中Ｃ点是线段ＢＣ与弧

)

ＣＤ

的切点，Ｄ点是弧

)

ＣＤ与弧

)

ＤＥ的外切点，对应的参考点圆心是
Ｏ２、Ｏ１．

Ａ点坐标是 （０，１７）．

ＦＯ１＝ＦＢ×ｃｏｔ３０°＝１７槡３≈２９４４６，ＯＦ＝ＯＯ１－ＦＯ１＝３５－
２９４４６＝５５５４

Ｂ点坐标是 （５５５４，１７）．
圆心Ｏ２是与直线ＢＣ平行且距离为１２的直线ＰＱ和以Ｏ１为

圆心、１０＋１２长为半径的圆弧

)
ＭＮ的交点．

图　２２９

因为直线 ＢＣ过点 Ｏ１，倾斜角为 １８０°－３０°＝１５０°，ｋ＝

ｔａｎ１５０°＝－槡３３，所以直线ＢＣ的方程是ｙ－０＝－
槡３
３（ｘ－３５），即

ｙ＝－槡３３ｘ＋
３５槡３
３ ．

在直角△Ｏ１ＨＱ中，Ｏ１Ｑ＝
Ｏ１Ｈ
ｓｉｎ３０°＝２４，所以 Ｑ点坐标是

６４ 应用数学 （加工制造类专题）
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（５９，０），直线ＰＱ的方程是ｙ－０＝－槡３３（ｘ－５９），即ｙ＝－
槡３
３ｘ＋

槡５９３
３ ．

圆弧

)

ＭＮ所在圆的方程是（ｘ－３５）２＋ｙ２＝２２２，解方程组

ｙ＝－槡３３ｘ＋５９
槡３
３，

（ｘ－３５）２＋ｙ２＝２２
{ ２

得
ｘ１≈２５０３２，

ｙ１≈{ １９６１０

ｘ２≈５６９６７

ｙ２≈{ ３５２２
（舍去），

即圆心Ｏ２点的坐标是 （２５０３２，１９６１０）．
以点Ｏ２ （２５０３２，１９６１０）为圆心、１２长为半径的圆弧

)

ＣＤ在切点Ｃ处的切线ＢＣ方程是直线ｙ＝－槡３３ｘ＋
槡３５３
３ ，那么法

线方程是ｙ 槡－１９６１０＝３（ｘ－２５０３２）．

解方程组
ｙ＝－槡３３ｘ＋

槡３５３
３ ，

ｙ 槡＝３ｘ 槡
{

－２５０３２３＋１９６１０
得
ｘ≈１９０３２
ｙ≈{ ９２１８

即切点Ｃ的坐标是 （１９０３２，９２１８）．
Ｄ点是半径分别为１０、１２的圆 Ｏ１与圆 Ｏ２的外切点，是

Ｏ１Ｏ２的内分点，定比λ＝
１０
１２＝

５
６≈０８３３３，由定比分点公式得

Ｏ２（２５０３２，１９６１０），则

ｘＤ＝
３５＋０８３３３×２５０３２

１＋０８３３３ ≈３０４６９，

ｙＤ＝
０＋０８３３３×１９６１０

１＋０８３３３ ≈８９１３，

即切点Ｄ的坐标是 （３０４６９，８９１３）．
在数控加工时，若建立以左端面旋转中心点为坐标原点的

工件坐标系，如图２２９ｃ所示，基点、参考点的坐标如下表
所示．

坐标 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ Ｏ１ Ｏ２

ｘ
半径值 １７ １７ ９２１８ ８９１３ ０ ０ １９６１０

直径值 ３４ ３４ １８４３６ １７８２６ ０ ０ ３９２２０

ｚ ０ ５５５４ １９０３２ ３０４６９ ４５ ３５ ２５０３２

参考编程程序：数控车床程序 （ＦＡＮＵＣ系统），加工顺序
从Ｅ→Ａ．
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序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号

　Ｇ０　Ｇ４０　Ｇ９７　Ｇ９９　Ｇ２１　Ｆ０２； 　程序初始化

　Ｇ０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３　Ｓ８００　Ｔ０１０１　Ｍ８；
　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ、１号车刀１

号刀补、切削液开

　Ｇ４２　Ｘ３５　Ｚ２； 　快速定位到起刀点

　Ｇ７３　Ｕ１７　Ｒ１０；

　Ｇ７３　Ｐ１　Ｑ２　Ｕ１　Ｗ０１　Ｆ０２；

　Ｇ７３固定形状粗加工循环及参数

设置

Ｎ１ 　Ｇ０　Ｘ－１　Ｚ２； 　辅助点

　Ｇ１　Ｘ－１　Ｚ０； 　圆心ｚ轴方向延长线上点

　Ｘ０　Ｚ０； 　圆心点

　Ｇ３　Ｕ１７８２６　Ｗ－１４５３１　Ｒ１０； 　Ｄ点 （相对Ｅ点坐标）

　Ｇ２　Ｕ０６１　Ｗ－１１４３７　Ｒ１２； 　Ｃ点 （相对Ｄ点坐标）

　Ｇ１　Ｕ１５５６４　Ｗ－１３４７８； 　Ｂ点 （相对Ｃ点坐标）

　Ｘ３４　Ｚ－４５； 　Ａ点

Ｎ２ 　Ｘ３５　Ｚ－４５； 　Ａ点ｘ轴方向延长线上点

　Ｇ７０　Ｐ１　Ｑ２　Ｓ１５００　Ｆ０１；
　轮廓精加工复合循环指令及参数

设置

　Ｇ０　Ｇ４０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３０； 　程序结束

【例】　图２３０ａ所示的片状凸轮已经完成端面 Ａ、Ｂ以及
２２Ｈ７、４Ｈ７两个孔的加工．现要以已加工过的两个孔和一个
端面定位，在数控铣床上铣削凸轮外表面曲线，需要建立适当

的坐标系，求其基点坐标．

解：如图２３０ｂ所示，该零件轮廓由圆弧

)

ＡＢ、圆弧

)

ＢＣ、线

段ＣＤ、圆弧

)

ＤＥ、圆弧

)

ＥＦ、圆弧

)

ＦＧ、线段 ＧＨ、圆弧

)

ＨＡ组成．
基点有 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ，参考点有 Ｏ、Ｏ１、Ｏ２、
Ｏ３、Ｏ４．

建立图示的坐标系，计算各点坐标如下：

Ａ点是圆弧

)

ＡＢ与圆弧

)

ＨＡ的内切点，坐标为Ａ（０，３８）．

Ｂ点是圆弧

)

ＡＢ与圆弧

)

ＢＣ的内切点，坐标 ｘ＝－３８ｓｉｎ７５°≈
－４９６０，ｙ＝－３８ｃｏｓ７５°≈ －３７６７５，即 Ｂ点坐标 （－４９６０，
－３７６７５）．

Ｃ点、Ｄ点是圆弧

)

ＢＣ、圆弧

)

ＤＥ与内公切线 ＣＤ的切点．为
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了方便，我们将它的示意图局部放大至如图２３０ｃ所示．我们
设法求出圆Ｏ２的方程、切点Ｃ处的法线方程，解两者组成的方
程组，得解为Ｃ点的坐标．

图　２３０

圆弧

)

ＢＣ所在圆的圆心Ｏ２点的坐标 ｘ＝－（３８－１１）ｓｉｎ７５°≈
－３５２４，
ｙ＝－（３８－１１）ｃｏｓ７５°≈－２６７６８，
其所在圆的方程为（ｘ＋３５２４）２＋（ｙ＋２６７６８）２＝１１２．

圆弧

)

ＤＥ所在圆的圆心Ｏ３点的坐标
ｘ＝－（２２＋１１）ｃｏｓ２５°≈－２９９０８，
ｙ＝－（２２＋１１）ｓｉｎ２５°≈－１３９４６，
其所在圆的方程为（ｘ＋２９９０８）２＋（ｙ＋１３９４６）２＝１１２．
在直角△Ｏ２ＰＯ３中，

ｔａｎα＝
ＰＯ３
ＰＯ２

＝ ２６７６８－１３９４６２９９０８－３５２４ ＝１２８２２２６３８４≈０４８６０，α＝

２５°５５′；

　　在直角△Ｏ２ＱＯ３中，Ｏ２Ｏ３＝（２６７６８－１３９４６）２＋（２９９０８－３５２４）槡
２

　　＝ １２８２２２＋２６３８４槡
２≈槡１６４４０３７＋６９６１１５５＝２９３３４６，

ｓｉｎβ＝
ＱＯ３
Ｏ３Ｏ２

＝１１＋１１２９３３４６≈０７５０，β＝４８°３５′；
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ＣＤ∥Ｏ２Ｑ，则切线 ＣＤ的斜率 ｋ＝ｔａｎγ＝－ｔａｎ（α＋β） ＝

－ｔａｎ７４°３０′＝－３６０５９，ＣＯ２⊥ＣＤ，法线 ＣＯ２的斜率为 －
１
ｋ＝

０２７７３，方程为 ｙ＋２６７６８＝０２７７３（ｘ＋３５２４），即 ｙ＝
０２７７３ｘ－２５７９０８．

解方程组
ｙ＝０２７７３ｘ－２５７９０８，
（ｘ＋３５２４）２＋（ｙ＋２６７６８）２＝１１{ ２

得
ｘ１＝－１４１２４，

ｙ１{ ＝－２９７０７
　
ｘ２＝７０７６

ｙ２{ ＝－２３８２９
（不合题意，舍去），

则Ｃ点坐标为 （－１４１２４，－２９７０７）．

同理，解方程组
ｙ＝０２７７３ｘ－５５６２５，
（ｘ＋２９９０８）２＋（ｙ＋１３９４６）２＝１１{ ２

得Ｄ点坐标为 （－１９３０８，－１１００８）．
Ｅ点的坐标为ｘ＝－２２ｃｏｓ２５°≈ －１９９３９，ｙ＝－２２ｓｉｎ２５°≈

－９２９７．
Ｆ点的坐标为ｘ＝－２２ｃｏｓ３２５°≈－１８５５５，ｙ＝２２ｓｉｎ３２５°≈

１１８２１．

Ｇ点、Ｈ点是圆弧

)

ＦＧ、圆弧

)

ＨＡ与内公切线 ＧＨ的切点．观
察它局部放大的示意图，如图２３０ｄ所示，发现在求得Ｏ４点坐
标以及角ω、θ后，不必像上述求Ｃ点的坐标那样，烦琐地解方
程组．采用如下的方法也能求得Ｇ点、Ｈ点的坐标．

圆弧

)

ＦＧ所在圆的圆心Ｏ４点：
ｘ＝－３３ｃｏｓ３２５°≈－２７８３１９，
ｙ＝３３ｓｉｎ３２５°≈１７７３０９，

圆弧

)

ＨＡ所在圆的圆心Ｏ１点的坐标是 （０，２７），
在直角△Ｏ１ＮＯ４中，

ｔａｎθ＝
ＮＯ１
Ｏ４Ｎ

＝２７－１７７３０９０＋２７８３１９ ≈０３３３０，θ＝１８°２５′．

在直角△Ｏ１ＮＯ４中，Ｏ４Ｏ１＝ （０＋２７８３１９）２＋（２７－１７７３０９）槡
２

槡＝ ７７４６１４７＋８５９１６２≈槡８６０５３０９≈２９３３４８，

ｓｉｎω＝
Ｏ１Ｎ
Ｏ４Ｏ１

＝１１＋１１２９３３４８≈０７５０，β＝４８°３５′．

Ｇ点坐标：
ｘ＝ｘＯ４ ＋１１ｃｏｓ∠１＝ｘＯ４ ＋１１ｓｉｎ（θ＋ω）＝－２７８３１９＋

１１ｓｉｎ６７°≈－１７７０６，

０５ 应用数学 （加工制造类专题）
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ｙ＝ｙＯ４－１１ｓｉｎ∠１＝ｙＯ４ －１１ｃｏｓ（θ＋ω）＝１７７３０９－１１ｃｏｓ６７°≈
１３４３３，

则Ｇ点坐标为 （－１７７０６，１３４３３）．
同理得Ｈ点坐标为 （－１０１２６，３１２９７）．
问题思考：①比较计算切点Ｃ、Ｄ与计算切点Ｇ、Ｈ两种不

同的求解方法．②这种数形结合用三角函数计算内公切线切点
的方法可称为三角法，能将此三角法用到类似的计算外公切线

切点上吗？试一下．③能找到用这种三角法求这类基点的一般
化计算公式吗？

参考编程程序为：数控铣床程序 （ＦＡＮＵＣ系统）、选择坐
标原点Ｏ为编程原点，加工顺序为顺时针方向Ａ→Ｈ→Ａ．
序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号

Ｎ１０ 　Ｇ９０　Ｇ９４　Ｇ２１　Ｇ４０　Ｇ５４　Ｆ１００； 　程序初始化

Ｎ２０ 　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　ｚ轴方向回参考点

Ｎ３０ 　Ｍ３　Ｓ８００； 　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ

Ｎ４０ 　Ｇ９０　Ｇ００　Ｘ－４５　Ｙ４５； 　快速定位到起刀点

Ｎ５０ 　Ｚ２０　Ｍ０８； 　切屑液开

Ｎ６０ 　Ｇ０１　Ｚ－７５　Ｆ１００； 　背吃刀量为７５ｍｍ

Ｎ７０ 　Ｇ４１　Ｇ０１　Ｘ－３５　Ｙ３８　Ｄ０１； 　Ａ点－ｘ轴方向延长线上建立刀补

Ｎ８０ 　Ｘ０　Ｙ３８； 　Ａ点

Ｎ９０ 　Ｇ２　Ｘ－４９６０　Ｙ－３７６７５　Ｒ３８； 　Ｂ点

Ｎ１００　Ｇ２　Ｘ－１４１２４　Ｙ－２９７０７　Ｒ１１； 　Ｃ点

Ｎ１１０　Ｇ１　Ｘ－１９３０８　Ｙ－１１００８； 　Ｄ点

Ｎ１２０　Ｇ３　Ｘ－１９９３９　Ｙ－９２９７　Ｒ１１； 　Ｅ点

Ｎ１３０　Ｇ２　Ｘ－１８５５５　Ｙ１１８２１　Ｒ２２； 　Ｆ点

Ｎ１４０　Ｇ３　Ｘ－１７７０６　Ｙ１３４３３　Ｒ１１； 　Ｇ点

Ｎ１５０　Ｇ１　Ｘ－１０１２６　Ｙ３１２９７； 　Ｈ点

Ｎ１６０　Ｇ２　Ｘ０　Ｙ３８　Ｒ１１； 　Ａ点

Ｎ１７０　Ｇ１　Ｘ１０　Ｙ３８； 　Ａ点ｘ轴方向延长线上点

Ｎ１８０　Ｇ４０　Ｇ０１　Ｘ４５　Ｙ４５　Ｍ０９； 　取消刀补、切削液关

Ｎ１９０　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　返回ｚ轴方向参考点

Ｎ２００　Ｍ３０； 　程序结束

练习题２７

（１）图２３１所示是一圆球形手柄零件图，试求出数控加工
时的基点坐标．

１５第２章　直线和圆的方程
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（２）某工件的轮廓尺寸如图２３２所示，试建立适当的坐标
系，写出各圆弧所在圆的方程，并求出其轮廓的基点坐标．

图　２３１ 图　２３２

（３）图２３３所示是一手柄零件图．试建立适当的坐标系，
用直径方式求出在数控车上车削时的基点坐标．

（４）在数控铣床上铣削如图２３４所示的平面零件外轮廓．
试用解析法求其基点坐标．

图　２３３ 图　２３４

【实践作业】

课题名称：球体与锥体连接类零件的加工．
准备：球体与锥体连接类零件加工图样一份，如图２３５ａ

所示，实习指导老师两人，数控车床两台，其加工材料与工具

两套．
　　知识应用：主要是基点的确定，直线方程、圆方程及其切
点坐标等的求解．

操作步骤：

（１）作零件轮廓图，并判定不同轮廓曲线间的关系．

图２３５ｂ所示为其轮廓图，弧

)

ＯＡ与弧

)

ＡＢ为外切、Ａ为切点；

弧

)

ＡＢ与线段ＢＣ相切、Ｂ为切点；线段ＢＣ与线段ＣＤ相交．所以
基点是Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ，其Ｏ１、Ｏ２分别是圆弧所对应圆的圆心．

（２）计算基点坐标．
建立图示的坐标系，圆 Ｏ１的方程是（ｘ＋２０）２＋ｙ２＝２０２，

２５ 应用数学 （加工制造类专题）

图　２３５
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Ｏ１、Ｄ与 Ｃ点的坐标分别是 （－２０，０）、（－７０，２８）与
（－６０，２８）．

因为锥度Ｃ＝３∶２，所以直线 ＣＢ斜率 ｋ＝－１２Ｃ＝－
３
４，直

线ＣＢ的方程是ｙ－２８＝－３４（ｘ＋６０），即３ｘ＋４ｙ＋６８＝０．

设Ｏ２的坐标是 （ａ，ｂ），则圆 Ｏ１的方程是（ｘ－ａ）２＋
（ｙ－ｂ）２ ＝１０２，它 与 直 线 相 切、和 圆 Ｏ２ 外 切，则 有
３ａ＋４ｂ＋６８
３２＋４槡

２
＝１０，

（ａ＋２０）２＋ｂ槡
２{
＝３０

解之得ａ＝－３８，ｂ＝２４．

所以，圆Ｏ２的方程是（ｘ＋３８）２＋（ｙ－２４）２＝１０２．
由直线ＣＢ与圆Ｏ１的方程，求其相切的切点坐标是Ｂ（－４４，

１６）；由圆Ｏ１与圆Ｏ２的方程，求其外切的切点方程是Ａ（－３２，
１６）．

故基点坐标是 Ａ（－３２，１６）、Ｂ（－４４，１６）、Ｃ（－６０，
２８）、Ｄ（－７０，２８）、参考点Ｏ１（－２０，０）、Ｏ２（－３８，２４）．

在数控编程坐标系下，基点及参考点的坐标如下．

坐标 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｏ１ Ｏ２

ｚ －３２ －４４ －６０ －７０ －２０ －３８

ｘ
半径方式编程 １６ １６ ２８ ２８ ０ ２４

直径方式编程 ３２ ３２ ５６ ５６ ０ ４８

（３）模仿参考程序，编写程序．
参考程序为：数控车床程序 （ＦＡＮＵＣ系统），加工顺序从

Ｏ→Ｄ．
序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号

　Ｇ０　Ｇ４０　Ｇ９７　Ｇ９９　Ｇ２１　Ｆ０２； 　程序初始化

　Ｇ０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３　Ｓ８００　Ｔ０１０１　Ｍ８；
　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ、１号车刀

１号刀补、切削液开

　Ｇ４２　Ｘ６２　Ｚ２； 　快速定位到起刀点

　Ｇ７３　Ｕ３０　Ｒ２０；

　Ｇ７３　Ｐ１　Ｑ２　Ｕ１　Ｗ０１　Ｆ０２；

　Ｇ７３固定形状粗加工循环及参

数设置

Ｎ１ 　Ｇ０　Ｘ－１　Ｚ２； 　辅助点

　Ｇ１　Ｘ－１　Ｚ０； 　圆心ｚ轴方向延长线上点

３５第２章　直线和圆的方程
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（续）

序号 程序 注解

　Ｘ０　Ｚ０； 　Ｏ点

　Ｇ３　Ｘ３２　Ｚ－３２　Ｒ２０； 　Ａ点

　Ｇ２　Ｘ３２　Ｚ－４４　Ｒ１０； 　Ｂ点

　Ｇ１　Ｘ５６　Ｚ－６０； 　Ｃ点

　Ｘ５６　Ｚ－７０； 　Ｄ点

Ｎ２ 　Ｘ６０　Ｚ－７０； 　Ｄ点ｘ轴方向延长线上点

　Ｇ７０　Ｐ１　Ｑ２　Ｓ１５００　Ｆ０１；
　轮廓精加工复合循环指令及参

数设置

　Ｇ０　Ｇ４０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３０； 　程序结束

（４）在实习老师的指导下，输入程序、装夹加工零件．

４５ 应用数学 （加工制造类专题）
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书书书

第 ! 章"三 角 函 数

如图 !!" 所示! 在齿轮箱上有 "" #" $" %四个孔! 现用

数控设备加工! 就要计算出各点的坐标&

建立图示的直角坐标系! 则易得"" #" %的坐标是# "$#!

#%" #$"$#! %&%" %$#! ""#%&

在直角
!

#%'中! 利用解直角三角形的知识! 能求出 #%"

"

%#'等值& 在
!

#%$中! 已知其三边! 是确定的三角形! 应该

是可求解的三角形& 若能求出
"

$%#! 则可知
"

$%('

"

$%#(

"

(%#'

"

$%#(

"

%#'& 在直角
!

$%(中能求出 %(" $(! 从

而求得$点坐标 $)

*

! +

*

%&

求$点坐标 $)

*

! +

*

% 的核心问题是解非直角
!

#%$! 也就

是要寻找斜三角形的边角关系&

!#$"余弦定理与正弦定理

在任意三角形中! 它的边与角都有下列关系&

一! 余弦定理及其解斜三角形的类型

余弦定理" 在任意三角形中# 任何一边的平方等于其他两

边的平方和减去这两边与它们夹角余弦积的二倍&

,

&

'-

&

)*

&

(&-**+,"

-

&

'*

&

),

&

(&*,*+,#

*

&

',

&

)-

&

(&,-*+,$

可知勾股定理是余弦定理的特例! 余弦定理是勾股定理的

推广&余弦定理可变形为

*+,"'

-

&

)*

&

(,

&

&-*

*+,#'

*

&

),

&

(-

&

&*,

*+,$'

,

&

)-

&

(*

&

&,-

观察" 分析余弦定理的表述形式! 在每个等式中! 有 ," -"

*三边与一个角四个元素& 用方程的观点看待易知! 已知其中三

图-!!"
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个元素! 就能求出余下的第四个元素&因此! 利用余弦定理!

可以解决以下三类三角形问题#

$"% 已知三边! 求三个角&

$&% 已知两边和它们的夹角! 求第三边和其他两个角&

$!% 已知两边和其中一边的对角! 求第三边和其他两个角&

在已知两边一对角的条件下! 利用余弦定理求第三边的过

程中! 出现了关于第三边为未知数的一元二次方程! 方程根的

情况决定了第三边解的情况&如# 方程没有实数根! 即第三边

不存在! 就是说三角形无解& 方程有一个正根" 一个负根! 即

有一第三边! 就是说三角形有一解& 方程有二个不等的正根!

即第三边有两种情形! 就是说三角形有两解&

现在我们可以顺利解决本章开头提出的问题# 在数控加工

中求点$的坐标&

如图 !!" 所示! 在齿轮箱上有 "" #" $" %四个孔! 现要

用数控设备加工! 计算出各点的坐标

建立图示的坐标系! 则易得"" #" %的坐标是# "$#! #%"

#$"$#! %&%" %$#! ""#%&

在直角
!

#'%中! 有

#%

&

'#'

&

)'%

&

'"$#

&

)!.

&

'&"#$$!

#%

#

"$/0#1//!

234

"

%#''

%'

'#

'

!.

"$#

#

#0&%"$!

所以
"

%#''"/5""6!

在
!

#%$中! 由余弦定理得

*+,

"

$%#'

$%

&

)#%

&

(#$

&

&$%7#%

'

.#

&

)&"#$$ ("##

&

& 7.# 7"$/0#1//

#

#0%/"1!

所以
"

$%#'$"5"1.!

在直角
!

$(%中! 有

"

$%('

"

$%#(

"

(%#'

"

$%#(

"

%#''$"5"1.("/5"".'&15/.!

%('$%*+,

"

$%('.#*+,&15/.'%"0.$.! ($'.#,84&15/.'!/0"%1!

于是)

*

'%"0.$.! +

*

'"$/0"%1! 即 $点坐标为 $%"0.$.!

"$/0"%1%&

二! 正弦定理及其解斜三角形的类型

从上可知! 余弦定理还不能直接解 '已知两角一边的斜三

角形( 的问题! 用余弦定理解 '已知两边一对角的斜三角形(

问题时! 偶尔会有 '不爽快( 的感觉! 能找到类似余弦定理的

1/ 应用数学 $加工制造类专题%
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其他边角关系来求解吗)

正弦定理" 在任意三角形中# 任意一边与它对角的正弦比

都相等# 且等于这个三角形外接圆的直径&

,

,84"

'

-

,84#

'

*

,84$

'&/&

利用正弦定理! 可以解决以下两类三角形问题#

$"% 已知一条边和两个角! 求另两条边和第三个角&

$&% 已知两条边和其中一边的对角! 求另两个角和第三

条边&

&例'-在数控机床上加工如图 !!& 所示的三个零件孔 ""

#" $! 试根据所示尺寸! 计算孔心"" #" $的坐标值 $精确到

#0"99%&

解# 建立图示的坐标系! 在
!

"#$中!

"

"$#'".#0(

"#/0(!#0'$/0! 由正弦定理得

"$

,84

"

"#$

'

"#

,84

"

"$#

! 即
"$

,84!#5

'

$%#

,84$/5

!

"$'

$%# 7#0/

#0%#%

#

!!&0$ $99%&

作$%

$

"#于%! 则

%$'"$,84

"

$"%'!!&0$ 7,84%/5'!!&0$ 7#0:1/:

#

!&"0"

$99%!

"%'"$*+,

"

$"%'!!&0$ 7*+,%/5'!!&0$ 7#0&/..

#

.10#

$99%&

所以其三孔心的坐标值分别是 "$#! #%" #$ ($%#! #%" $

$.10#! !&"0"%&

三! 两角和与差的正弦! 余弦! 正切

在解斜三角形的过程中! 常常会遇到非特殊角的三角函数!

因此! 我们有必要掌握下列三角函数公式&

两角和与差的正弦公式# ,84$

!

)

"

% ',84

!

*+,

"

)*+,

!

,84

"

,84$

!

(

"

% ',84

!

*+,

"

(*+,

!

,84

"

两角和与差的余弦公式# *+,$

!

(

"

% '*+,

!

*+,

"

),84

!

,84

"

*+,$

!

)

"

% '*+,

!

*+,

"

(,84

!

,84

"

两角和与差的正切公式234$

!

;

"

% '

234

!

;234

"

" 234

!

234

"

$

!%

!

&

)

1

!

!

"%

!

&

)1

!

!

!

)

"%

!

&

)1

!

! 1

&

2%&

在两角和的正弦" 余弦与正切公式中! 令
!

'

"

! 就有二倍

%/第 ! 章"三 角 函 数

图-!!&
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角公式

*+,&

!

'&*+,

&

!

(" '" (&,84

&

!

!

,84&

!

'&,84

!

*+,

!

!

234&

!

'

&234

!

" (234

&

!

$

!%

!

&

)1

!

!

!%

!

$

)1

!

! 1

&

!%&

对二倍角公式作变形有半角公式

*+,

!

&

';

*+,

!

)"

槡 &

! ,84

!

&

';

" (*+,

!

槡 &

问题探究# 在生产实践的有关问题解决中! 常需要将

,,84

#

);-*+,

#

)$, <#! -<#% 一类三角函数式变形#

,,84

#

);-*+,

#

)' ,

&

)-槡 (&

,84

#

)

,

,

&

)-槡
&

;*+,

#

)

-

,

&

)-槡
)

&

&

(因为
,

,

&

)-槡
)

&

& ()

-

,

&

)-槡
)

&

&

'"!

所以可令"' ,

&

)-槡
&

!

,

,

&

)-槡
&

'*+,

$

!

-

,

&

)-槡
&

',84

$

&

于是! ,,84

#

);-*+,

#

)'"$,84

#

)*+,

$

;*+,

#

),84

$

% '",84

$

#

);

$

%&其中!

$

辅助角一般取锐角! 大小由 234

$

'

-

,

确定!

," -" ""

$

之间的关系可以用如图 !!! 所示的直角三角形

表示*

&例'-图 !!$ 所示为一零件图! 试根据图示! 求切点 "的

坐标&

解# 连接 #3

"

! 过 "作 "4

$

3#于 4! 设
"

3#3

"

'

!

!

"

3

"

#"'

"

! 则

#3

"

' 33

&

"

)#3槡
&

' "&#

&

).#槡
&

'槡&#.##!

"#' #3

&

"

("3

&

槡 "

' &#.## (!#槡
&

'槡"::##!

,84$

!

)

"

% ',84

!

*+,

"

)*+,

!

,84

"

'

"&#

槡&#.##
7

槡"::##

槡&#.##
)

.#

槡&#.##
7

!#

槡&#.##

'

! 槡":: )1

/&

!

同理

*+,$

!

)

"

% '*+,

!

*+,

"

(,84

!

,84

"

'

& 槡":: (:

/&

+

"

'4"'"#,84$

!

)

"

% '"# 槡":: 7

! 槡":: )1

/&

#

"!"0#:!

./ 应用数学 $加工制造类专题%

图-!!!

图-!!$
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)

"

'3#(4#'3#("#*+,$

!

)

"

% 槡'.# ("# ":: 7

槡& ":: (:

/&

#

&%0..&

即所求的"点坐标为 $&%0..! "!"0#:%&

问题思考#

"

本题求解中为什么没有去求出
!

)

"

的具体角

度值呢) 只求,84$

!

)

"

%" *+,$

!

)

"

%整体值的做法有什么好处

呢)

#

本题还有其他解法! 你能试一下吗)

四! 余弦定理与正弦定理的运用

在斜三角形的具体求解过程中! 要根据已知条件! 分析所

求! 合理地选择求解方法! 尽可能地使解答相对简单! 减少误

差积累&我们可以把常见的解斜三角形问题归纳为下表#

条件 图--例 类--型 求-解-步-骤

三条边
三边

,! -! *

-对两个不同的内角用余弦

定理! 得到它们的余弦值
'

求出两个内角
'

用内角和定

理得第三角

一条边和

两个角

两角夹一边

"! *! #

-$'

!

($")#%

'

$

-

,

,84"

'

*

,84$

'

,

-

-

,84#

'

*

,84$

'

-

两角一对边

"! #! ,

-$'

!

($")#%

'

$

-

,

,84"

'

-

,84#

'

-

-

,

,84"

'

*

,84$

'

*

两条边

和一个角

两边夹一角

-! *! "

-,

&

'-

&

)*

&

(&-**+,"

'

,

-

,

,84"

'

-

,84#

'

-

-$或
,

,84"

'

*

,84$

'

*%

-$'

!

($")#%

'

*

两边一对角

,! -! "

-

,

,84"

'

-

,84#

'

#

-$'

!

($")#%

'

$

-*

&

',

&

)-

&

(&,-*+,$

'

*

-$或
,

,84"

'

*

,84$

'

*%

-$注意解的情况%
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练习题 !#$

$"% 求下列三角形中指定的边或角#

"% 在
!

"#$中! 已知 , '!/! -'&$! $'1#0! 求*边&

&% 在
!

"#$中! 已知 , '槡&! -'&! *'槡! )"! 求最小角&

!% 在
!

"#$中! 已知 , '"&! -'"&槡!! "'!#0! 求角#&

$% 在
!

"#$中! 已知 , '&! "'!#0! #'$/0! 求-边&

$&% 刨工要加工一如图 !!/ 所示的三角形凹槽 "$#! 已知

"#

$

"%! "#

$

#'! 量得 "#'.#99! #$'%#99! "$'!#99&

问要选择多大的角
!

和
"

! 才能刨出所需的三角凹槽&

$!% 如图 !!1 所示! 在一箱体镗孔 "" #和 $! 先镗 $孔!

然后按坐标分别镗"孔与#孔! 试求"" #两孔的坐标&

!#%"用解三角形的方法求基点举例

在数控加工中! 关于零件轮廓基点的计算! 能用解三角形

的方法处理&

&例'-已知一零件如图 !!% 所示! 在数控车床上车削时!

需计算"" #" $三点的坐标&

解# 在直角
!

#$%中!

%$'&# (1 '"$! #%'

"

&

$$# ("/% (/ '%0/!

#$' %$

&

)#%槡
&

' "$

&

)%&/槡
&

'"/0..&!

234

"

%#$'

%$

%#

'

"$

%0/

'"0.11%!

"

%#$'1"5$:.&

在
!

"#$中!

"#'"')'#'"/ )/ '&#! "$'"()($'"/ )1 '&"!

#$'"/0..&!

由余弦定理得

*+,

"

"#$'

"#

&

)#$

&

("$

&

& 7"#7#$

'

&#

&

)"/0..&

&

(&"

&

& 7&# 7"/0..&

'#0!!&/!

"

"#$'%#5!/.&

在直角
!

"5#中!

#1 应用数学 $加工制造类专题%

图-!!/

图-!!1

图-!!%
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"

"#5'".#5(1"5$:.(%#5!/.'$%5!1.!

"5'"#,84

"

"#5'&# 7,84$%5!1.'"$0%1:!

#5'"#*+,

"

"#5'&# 7*+,$%5!1.'"!0$.1&

所以! "" #" $三点的坐标分别是 $&.0$.1! !$0%1:%"

$"/! &#%" $%0/! !$%&

问题思考# 对于上例! 在实际的轮廓基点坐标计算中! 还

要计算哪几个点的坐标) 其中'" (两切点的坐标如何求)

&例'-已知某零件编程用轮廓数据如图 !!.3所示! 试用解

三角形法求各基点的增量坐标值&

图-!!.

解# 过"作水平线"%交$#延长线于%! 作#'

$

"%于'!

$(

$

"%于(! 作#5

(

"%交$(于5! 如图 !!.=所示! 则

在直角
!

#'%中!

#''

&1 (&#

&

'!!

"

%'&#0! %''

#'

234

"

%

'

!

234&#5

'

!

#0!1$#

#

.0&$&&

在
!

"$%中!

由正弦定理
"%

,84

"

"$%

'

"$

,84

"

%

! 即
$$0&$&

,84$".#5(/#5%

'

"$

,84&#5

!

"$'":0%/!&

在直角
!

"($中!

$('"$,84

"

"'":0%/! 7,84!#5':0.%%&

"('"$*+,

"

"'":0%/! 7*+,!#5'"%0"#%&

'('"'("('!1 ("%0"#% '".0.:!! $5'$((#'':0.%% (

! '10.%%&

所以! 基点$相对于 "点的坐标为 $ ("%0"#%! (:0.%%%

基点#相对于$点的坐标为 $ (".0.:!! 10.%%%&

上例还可在图 !!.*所示的情形下求解&在直角
!

"'#中!

由"'和#'! 求得"#"

"

'"#& 在
!

"#$中! 由
"

"#$"

"

#"$

和"#! 利用正弦定理求得 #$& 在直角
!

#5$中! 由
"

5#$"

"1第 ! 章"三 角 函 数
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#$! 求得#5" $5& 从而由(5" $5! 求得($& 由"'" '(! 求

得("&

利用解三角形的方法求解基点坐标的过程中! 既要注意到

坐标是相对于坐标轴纵" 横向的距离! 恰当地创建直角三角形&

也要注意到基点的构成条件! 合理地构建融合基点的可求解的

三角形& 同时要善于发现构建的三角形间的相似关系等! 灵活

运用平面几何知识&

&例'-一零件的局部如图 !!: 所示! 试分析它的基点! 并

用解三角形的方法计算&

分析# 如图 !!: 所示! 该零件轮廓是线段"#" #$" 圆弧

)

$'

$其所在圆的圆心是%" 圆半径是 %%" 圆弧

)

'5 $其所在圆的圆

心是(" 半径是 $%" 线段 54& 点 $" 点 5是线段与圆弧的外

点! 点'是圆弧与圆弧的外切点! 所以它的基点及参考点是""

#" $" '" 5" 4" %及 (* 易知 "$&$! #%" #$&$! "#%" 4

$&&! $#%" %$&$! &/%! 为求其余点的坐标作图示的辅助线&

图-!!:

易知直角
!

#$%

)

直角
!

$6%! 得
#%

$%

'

$%

6%

! 即
"/

%

'

%

6%

!

6% ' !0&1%! 在 直 角
!

$6% 中! $6 ' $%

&

(6%槡
&

'

%

&

(!0&1%槡
&

'10":"&

于是! )

$

'&$ ($6'&$ (10":" '"%0.#:! 7

$

'"%(6%'&/ (

!0&1% '&"0%!!&

在直角
!

(%8中! (8'85)(5'

$. ($$

&

)$ '1! (%'

(')'%'$ )% '""! %8' (%

&

((8槡
&

' ""

&

(1槡
&

':0&&#&

于是! )

(

'&$ ((8'".! 7

(

'"%)%8'&/ ):0&&# '!$0&&#&

&1 应用数学 $加工制造类专题%
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又直角
!

(%8

)

直角
!

('9! 得
(%

('

'

(8

(9

'

%8

'9

! 即
""

$

'

1

(9

'

:0&&#

'9

! (9'&0".&! '9'!0!/!&

于是! )

'

'". )(9'&#0".&! 7

'

'"8('9'!$0&&# (!0!/! '

!#0.1%&

参考编程为# 数控车床程序 $>?@AB系统%! 采用直径编

程! 加工顺序从4

'

"&注意! 参考编程坐标轴与图 !!: 坐标轴

不一致&

序号 程序 注解

-C###"& -程序号

-D#-D$#-D:%-D::-D&"->#0&& -程序初始化

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!-H.##-I#"#"-G.&

-主轴正转! .##JK984" " 号

车刀 " 号刀补" 切削液开

-E/#-F&& -快速定位到起刀点

-D%!-A"%-L"#&

-D%!-M"-N&-A"-O#0"->#0&&

-D%! 固定形状粗加工循环

及参数设置

@" -D#-D$&-E$&& -辅助点! 刀具半径右补偿

-D"-E$&-F#& -4点

-F(/0%.& -5点

-D!-E$#0".-F(:0"!!-L$& -'点

-D&-E!#0."-F(".0&1%-L%& -$点

-D"-E$$-F(!#& -#点

-F(!#& -"点

@& -E/#& -"点)轴方向延长线上点

-D%#-M"-N&-H"/##->#0"&

-轮廓精加工复合循环指令

及参数设置

-D#-D$#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!#& -程序结束并返回

练习题 !#%

$"% 如图 !!"# 所示零件图! 试分析它的基点! 并用解三角

形的方法计算其坐标&

!1第 ! 章"三 角 函 数
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图-!!"#

$&% 图 !!"" 所示是数控车床上加工的一零件图! 试分析它

的基点! 并用解三角形的方法计算其坐标&

$!% 一零件的局部如图 !!"& 所示! 试分析它的基点! 并用

解三角形的方法计算其坐标&

图-!!""

图-!!"&

$1 应用数学 $加工制造类专题%
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第 & 章"圆 锥 曲 线

在零件的轮廓曲线中! 圆锥曲线也是常见的曲线&当前先

进的数控加工设备具备圆锥曲线的编程命令功能! 可以生成符

合圆锥曲线轨迹的走刀指令& 普通数控设备可以用拟合的方法

处理圆锥曲线&由此可见! 无论何种加工设备都要运用圆锥曲

线的知识&为此! 我们来认识圆锥曲线&

圆锥曲线有椭圆" 双曲线" 抛物线等&

&#$"椭""圆

椭圆是一种常见的图形&例如! 一个圆形板在阳光下的影

子! 阳光垂直照射圆形板时! 圆板的影子是圆! 但一般情况下

阳光斜着照射圆板! 即有一个倾斜角时! 圆板的影子都呈椭圆

形& 圆柱体的斜正截面是椭圆& 油罐车的贮油体通常做成椭圆

体& 将盛有水的水杯适当倾斜! 杯中水面轮廓形成的图形是椭

圆等等&

一! 椭圆的定义

工人师傅画椭圆的常用方法如图 $!" 所示&取两只小钉子

钉在平板上! 用一根定长 $没有伸缩% 的绳子结成一个圈套在

这两个钉子上! 然后把笔插入圈内并拉紧! 使笔尖顺势在平板

上移动一圈! 笔尖所画出的图形! 就是一个椭圆&

椭圆的定义# 平面内一个动点到两个定点的距离的和等于

定长的点的轨迹叫作椭圆&这两个定点叫作焦点! 两个焦点间

的距离叫作焦距&

平面将一立体截切后在其表面所形成的交线! 通常称为截

交线&利用椭圆的定义! 我们能说明圆柱的倾斜正截交线是

椭圆&

如图 $!& 所示! 设圆柱体底面半径为:&在圆柱体斜截面上

方放置一个半径为:" 与圆柱体内壁和斜截面都相切的球! 它与

斜截面产生了一个切点(

"

& 在圆柱体斜截面下方也放一个半径

为:! 与圆柱体内壁和斜截面都相切的球! 它与斜截面产生了另

一个切点 (

&

&由于球外一点到球的各方向切线都相等! 所以!

图-$!"

图-$!&
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斜截面边界上的动点;到斜截面上的两个切点距离和;(

"

);(

&

总是等于这个点到上下两圆球与圆柱体内壁相切处的距离和

;8);9! 在矩形83

"

3

&

9中! ;8);9'3

"

3

&

'定值 $即上下

两圆球的球心距离%! 这就是说! 截交线上任一点到两个定点

$切点% 的距离的和是定值&所以根据椭圆定义得这个斜截面的

截交线是椭圆&

二! 椭圆的标准方程及性质

我们根据椭圆的定义来认识椭圆的方程&

取经过椭圆焦点(

"

和(

&

的直线为)轴! 线段(

"

(

&

的垂直

平分线为+轴! 建立直角坐标系! 如图 $!! 所示&

设;$)! +% 是椭圆上任意一点&设焦距为 &*! 即 (

"

(

&

'

&*$*<#%! 则(

"

和(

&

的坐标分别是 $ (*! #%" $*! #%& 又

设动点;$)! +% 到两定点的距离和为 &,! 即 ;(

"

) ;(

&

'

&, $, <#%! 根据两点间的距离公式有

$))*%

&

)+槡
&

) $)(*%

&

)+槡
&

'&,!

$))*%

&

)+槡
&

'&, ( $)(*%

&

)+槡
&

!

两边平方! 并整理得

,

&

(*)'', $)(*%

&

)+槡
&

!

再两边平方! 整理得

$,

&

(*

&

%)

&

),

&

+

&

',

&

$,

&

(*

&

%&

由于在
!

;(

"

(

&

中! ;(

"

) ;(

&

< (

"

(

&

! 即 &, <&*!

, <*<#! 所以 ,

&

(*

&

<#! 不妨设 ,

&

(*

&

'-

&

$-<#%! 就有

-

&

)

&

),

&

+

&

',

&

-

&

!

)

&

,

&

)

+

&

-

&

'"&

)

&

,

&

)

+

&

-

&

'" 称为椭圆的标准方程&它所表示的椭圆的焦点在

)轴上! 焦点是(

"

$ (*! #%! (

&

$*! #%! 焦距为 &*! 这里 , <-<

#! *

&

',

&

(-

&

&

问题探究# 如图 $!$ 所示! 如果椭圆的焦点在 +轴上! 且

焦点坐标是(

"

$#! (*%! (

&

$#! *%! 那么将焦点在)轴上的椭

圆方程
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'" 中的)与+互换! 就得这时的椭圆方程是
+

&

,

&

)

)

&

-

&

'"! 这里仍然有焦距为 &*! , <-<#! *

&

',

&

(-

&

&这个方程

11 应用数学 $加工制造类专题%

图-$!!

图-$!$
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也称为椭圆的标准方程&

问题思考#

"

在椭圆标准方程的 ," -" *三个量中! 哪个

量一定最大) 他与其他两个量有什么关系) 这个关系式与学过

的哪一关系式相似! 但本质又不一样呢)

#

椭圆焦点所在坐标

轴的不同! 与它的标准方程有什么联系) 又与椭圆的长" 短轴

在坐标轴上的位置有什么关系)

&例'-一底面半径为 " 的圆柱体被一个与圆柱底面倾斜角

为 !#0的平面所截! 求截交线椭圆的方程&

解# 建立如图 $!/ 所示坐标系! 设所求的椭圆方程为
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'"! 则

, '"

"

3

"

'

"

"

4

*+,

!

'

"

*+,!#5

'

&槡!

!

! -'#

"

3

"

'"!

于是所求截交线椭圆的方程是
)

(
&

&槡! )
!

&

)

+

&

"

&

'"&

问题思考# 圆柱截交线椭圆的长" 短轴随着截面倾角的变

化会发生变化吗) 若不变! 则是多少) 若变化! 则如何变化)

我们根据椭圆的标准方程
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'" $, <-<#% 得到椭圆

的几何性质! 如图 $!1 所示&

$"% 范围# 根据标准方程有
)

&

,

&

*

"!

+

&

-

&

*

"! 所以 )

*

,!

+

*

-! 这说明椭圆在直线)';,和+';-所围成的矩形内&

$&% 对称性# 坐标轴是椭圆的对称轴! 原点是椭圆的对称

中心&椭圆的对称中心叫作椭圆的中心&

$!% 顶点# 椭圆与 )轴的两个交点为 "

"

$ (,! #%" "

&

$,!

#%& 与+轴的两个交点为 #

"

$#! (-%" #

&

$#! -%&这椭圆与

它的对称轴的四个交点! 叫作椭圆的顶点&

$$% 长轴! 短轴# 线段"

"

"

&

" #

"

#

&

分别叫作椭圆的长轴与

短轴&它们的长"

"

"

&

'&," #

"

#

&

'&-&," -分别叫作椭圆的长

半轴的长与短半轴的长&*叫作椭圆的半焦距&椭圆短轴的端点

到两个焦点的距离相等! 且等于长轴的长&

$/% 离心率# 用焦距的长与长轴的长的比来表示椭圆的扁

平程度! 这个比叫作椭圆的离心率! 用 <表示! 即 <'

*

,

&椭圆

的离心率<可以表示椭圆的扁平程度! 离心率越大! 椭圆就越

%1第 & 章"圆 锥 曲 线

图-$!/

仅
供
国
规
教
材
评
审
使
用



扁平& 反之亦然&

$1% 准线方程# 椭圆定义的另一种表述# 平面内一个动点

到定点的距离与它到定直线的距离比是小于 " 的常数! 则这个

动点的轨迹是椭圆&定点就是焦点! 两条定直线 )'(

,

&

*

与 )'

,

&

*

称为椭圆的准线&两条准线的位置如图 $!% 所示&

问题思考# 你能参照椭圆
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'"的几何性质得到椭圆
+

&

,

&

)

)

&

-

&

'" 的几何性质吗)

借助椭圆的几何性质! 画出椭圆的图形&

图-$!1

-

图-$!%

三! 椭圆的切线

我们规定! 当直线与椭圆仅有一个交点时! 就称这条直线

与椭圆相切&这条直线称为椭圆的切线! 这个交点称为椭圆的

切点! 过切点且垂直于切线的直线称为该点的法线&

圆可以看作是椭圆的长" 短轴均相等时的特例&圆与椭圆

的这种联系! 能对我们研究椭圆的切线有帮助吗)

问题探究# 从特殊性出发! 获得的信息对我们有启发吗)

我们知道! 圆上一点 ;$)

#

! +

#

% 的切线方程可以用 )

#

)与

+

#

+分别替代圆方程 )

&

)+

&

':

& 中的 )

& 与 +

&

! 得到切线方程

)

#

))+

#

+':

&

! 那么对与圆有着这种联系的椭圆! 用同样的方法

得到的方程
)

#

)

,

&

)

+

#

+

-

&

'"! 是过椭圆上点 ;

#

$)

#

! +

#

% 的切线方

程吗)

当点;

#

$)

#

! +

#

% 是长轴端点 "

"

$ (,! #% 时! 方程
)

#

)

,

&

)

+

#

+

-

&

'" 可化为直线方程 )'(,! 是椭圆的切线& 当点 ;

#

$)

#

!

.1 应用数学 $加工制造类专题%
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+

#

% 是短轴端点#

&

$#! -% 时! 方程
)

#

)

,

&

)

+

#

+

-

&

'" 可化为直线方

程+'-! 也是椭圆的切线&这两个特例在告诉我们! 上述猜想

可能是正确的&

下面我们来证明上述猜想&

$"% 当斜率1不存在时! 则点 ;$)

#

! +

#

% 在长轴的两个端

点上! 切线方程为)';,! 猜想成立&

$&% 当斜率1存在时! 设切线方程是+'1))=&

因为;$)

#

! +

#

% 是直线与椭圆的交点! 则有

+

#

'1)

#

)=!

)

&

#

,

&

)

+

&

#

-

&

{
'"

$"%

$&%

将式 $"% 代入式 $&% 并整理得

$,

&

1

&

)-

&

%)

&

#

)&1=,

&

)

#

),

&

$=

&

(-

&

% '#!

因为直线与椭圆仅有一个交点! 所以
$

'#!

即$&1=,

&

%

&

($$1

&

,

&

)-

&

%,

&

$=

&

(-

&

% '#!

化简得 =

&

'1

&

,

&

)-

&

$!%

)

#

'

(&1=,

&

;槡$

&$1

&

,

&

)-

&

%

'

(1=,

&

=

&

'(

1,

&

=

!1'(

=)

#

,

&

!

将)

#

'(

1,

&

=

代入+

#

'1)

#

)=得

+

#

'(

1

&

,

&

=

)='

(1

&

,

&

)=

&

=

'

-

&

=

! ='

-

&

+

#

! 1'(

)

#

-

&

+

#

,

&

!

所以切线方程是+'(

)

#

-

&

+

#

,

&

))

-

&

+

#

!

整理得
)

#

)

,

&

)

+

#

+

-

&

'"!

由式 $"%" 式 $&% 可知! 猜想成立&

定理# 如果;$)

#

! +

#

% 是椭圆
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'" $, <-<#% 上的

一点! 那么过这点的椭圆切线方程是
)

#

)

,

&

)

+

#

+

-

&

'"&

问题探究# 如果已知椭圆切线的斜率是1! 那么切线方程又

如何表述呢)

考察上述定理证明过程及式 $!%! 能发现以下推论&

推论# 如果椭圆
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'" $, <-<#% 的切线的斜率是 1!

:1第 & 章"圆 锥 曲 线
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那么该切线的方程是+'1); 1

&

,

&

)-槡
&

&

问题探究# 根据圆与椭圆的特殊与一般联系! 上述推论对

圆的类似问题有什么猜想呢)

猜想# 如果圆)

&

)+

&

':

& 的切线的斜率是1! 那么该切线的

方程是+'1); 1

&

:

&

):槡
&

&可以证明这猜想成立&

可见! 对问题实施特殊化或者一般化是寻求发现的一种手

段! 也是获得问题解决方向的一种方法&

类似地有#

定理# 如果;$)

#

! +

#

% 是椭圆
+

&

,

&

)

)

&

-

&

'" $, <-<#% 上的

一点! 那么过这点的椭圆切线方程是
+

#

+

,

&

)

)

#

)

-

&

'"&

推论# 如果椭圆
+

&

,

&

)

)

&

-

&

'" $, <-<#% 的切线的斜率是 1!

那么这切线的方程是+'1); 1

&

-

&

),槡
&

&

&例'-设椭圆
)

&

1

)

+

&

&

'" 的切线平行于直线槡!))!+(1 '#!

求切线的方程&

解法 $# 设切线方程为+'1))=&

直线槡!))!+(1 '# 可化为+'(

槡!

!

))&!

因为切线平行于直线 +'(

槡!

!

))&! 所以切线方程为 +'

(

槡!

!

))=&

因为+'(

槡!

!

))=是椭圆
)

&

1

)

+

&

&

'" 的切线! 它们仅有一个

交点! 所以下列方程组有相等的实数解&

)

&

1

)

+

&

&

'"!

+'(

槡!

!

))










=

$"%

-

$&%

式 $&% 代入式 $"% 并整理得!

&)

&

(&槡!=))!=
&

(1 '#!

$

'$ (&槡!=%
&

($ 7&$!=

&

(1% '#!

=';&&

#% 应用数学 $加工制造类专题%
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于是所求的切线方程为 +'(

槡!

!

))& 或 +'(

槡!

!

)(&! 如

图 $!.所示&

解法 %# 设所求切线与椭圆
)

&

1

)

+

&

&

'" 的切点为;$)

#

! +

#

%!

那么切线方程是
)

#

)

1

)

+

#

+

&

'"! 就是+'(

)

#

!+

#

))

&

+

#

&

因为它与直线槡!))!+(1 '# 平行! 所以 (

)

#

!+

#

'(

槡!

!

! 即

)

#

'槡!+#&

将)

#

'槡!+# 代入椭圆方程得
$槡!+#%

&

1

)

+

&

#

&

'"! 解得+

#

';"&

于是所求的切线方程为+'(

槡!

!

))& 或+'(

槡!

!

)(&&

解法 !# 设所求与椭圆
)

&

1

)

+

&

&

'" 相切的切线方程为 +'

1); 1

&

,

&

)-槡
&

! 它与直线槡!))!+(1 '# 平行&所以有 1'

(

槡!

!

! 而 ,

&

'1! -

&

'&! 于是所求的切线方程是 +'(

槡!

!

);

$ (

槡!

!

%

&

槡
71 )&! 即+'(

槡!

!

);&&

四! 求与椭圆相关的基点

&例'-如图 $!: 所示是一零件的示意图! 在数控车上加工

时! 编程原点设在右端面与中心轴线的交点上! 试求图中 3"

"" #" 3.四点的坐标&

解# 由图可知! 在以椭圆中心为坐标原点的平面直角坐标

)3.+下! 设椭圆的标准方程为
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'"! 则 &, '!#! &-'&#!

所以椭圆方程为

)

&

"/

&

)

+

&

"#

&

'"&

#点的横坐标)'(

!#

&

("# '(/!

纵坐标+'

"#

"/

"/

&

()槡
&

'

&

!

"/

&

($ (/%槡
&

#

:&$&%!

在编程坐标系 )37下! 3.$#! ("/%" 3$#! #%" "$"#!

"%第 & 章"圆 锥 曲 线
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("/%" #$:0$&%! (&#%&

&例'-用毛坯为
%

!#997.#99的棒料! 在数控车上加工

如图 $!"# 所示的零件&编程原点设在右端面与中心轴线的交点

3上! 求#

"

椭圆轮廓所在椭圆的标准方程&

#

在编程坐标系

下椭圆中心点坐标及椭圆轮廓相关的基点"" #的坐标&

解# 在以椭圆中心为坐标原点的).3.+坐标系下&

由图可知! 椭圆的长半轴长 &#99 $)轴%! 短半轴长 "#99

$+轴%! 所以椭圆的标准方程是
)

&

&#

&

)

+

&

"#

&

'"&

因为"点横坐标)'"$! 有
"$

&

&#

&

)

+

&

"#

&

'"! 所以它的纵坐标

+'("# " (

"$

&

&#槡 &

'槡/"#%0"$"&则"点坐标为 $"$! (%0"$"%&

同理! #点坐标为 $ ("$! (%0"$"%&

在编程坐标系)37下!

椭圆中心的 )'"$0"/! 7'($

&.

&

).% '(&&! 即椭圆中心

坐标为 $"$0"/! (&&%&

基点"的 )'"$0"/ (%0"$" '%0##:! 7'(.! 即基点 "的

坐标为 $%0##:! (.%& 同理基点#的坐标是 $%0##:! (!1%&

由于椭圆标准方程所在坐标系往往与编程坐标系不同! 为

了计算的方便! 在椭圆标准方程所在坐标系中计算的量! 需要

经过转换才能在编程坐标系下使用&这种转换关系类似绝对坐

标系与相对坐标系的关系! 也可以用坐标轴的平移公式&

参考编程为# 数控车床程序 $>?@AB系统%! 采用直径编

程" 精加工参考程序! 加工顺序从"

'

(&

序号 程序 注解

-C###"& -程序号

-D#-D$#-D:%-D::-D&"& -程序初始化

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!-H.##-I#"#"-G.&

-主轴正转! .##JK984" " 号车刀

" 号刀补" 切削液开

-D#-E"/-F&& -快速定位到起刀点

-E%0##:& -辅助点

-D"-F#->#0"&

-E%0##:-F(#0/&

-倒角

-F(.& -"点

&% 应用数学 $加工制造类专题%

图-$!"#
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$续%

序号 程序 注解

-P" '"$&

@"# -P& '&#

+

HNLI+" (P"

+

P"K"##,&

-P! 'P" (&1&

-P$ '&

+

"$Q/ (&

+

P&&

-D"-E +P$, -F+P!, ->#0"&

-P" 'P" (#0"&

-R>- +P"-DI- ("$, -DCIC"#&

-"(#椭圆宏程序

-D"-E%0##:-F(!1& -#点

-D"-F($$&

-E"$&

-O(.&

-E"1&

-椭圆左边轮廓加工

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!#& -程序结束

&例'-图 $!"" 所示是一椭圆形手柄零件的示意轮廓图! 在

数控加工时! 编程原点 3设在右端面与中心轴线的交点上&试

求出其轮廓线的基点及相关参考点的坐标&

图-$!""

解# 该零件轮廓线主要由线段"#" #$" 弧

)

$'" 线段'(和

椭圆弧

)

(3组成! 弧线与线段均为相切连接&

在)3.+坐标系下! 设椭圆方程为
+

&

,

&

)

)

&

-

&

'"! 由题意知!

&, '/#! &-'!#! 则椭圆方程为
+

&

&/

&

)

)

&

"/

&

'"! 它的切线方程是+'

!%第 & 章"圆 锥 曲 线
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1); 1

&

-

&

),槡
&

'1); "/

&

1

&

)&/槡
&

&

由>'/S$ 知! 切线 '(的斜率 1'(

/

$

! 则它的方程是

+'(

/

$

)( "/

&

7$ (

/

$

%

&

)&/

槡
&

! 即+'(

/

$

)(

"&/

$

&

解方程组

+

&

&/

&

)

)

&

"/

&

'"

+'(

/

$

)(

"&/










$

! 得
)'(:

+

{
'(&#

! 则 (点的坐标为

$ (:! (&#%&

据图示点 '与点 (间的水平距离为 .! 则 )

'

'(: (. '

("%! 又点 '在直线 '(上! 则 +

'

'(

/

$

7$ ("%% (

"&/

$

'

("#! 得'点的坐标为$ ("%! ("#%&

在)%+坐标系下! 由题意知! 圆方程为)

&

)+

&

'.

&

! 设它的

切线方程是+'1); 1

&

:

&

):槡
&

! 则切线'(的方程是+'(

/

$

))

$ (

/

$

%

&

7.

&

).

槡
&

! +'(

/

$

) 槡)& $"&

解方程组

)

&

)+

&

'.

&

+'(

/

$

) 槡{
)& $"

! 得

)'

$#

槡$"
#

10&$%

+'

!&

槡$"
#









 $0::.

! 则'$10&$%!

$0::.%&

所以! 通过不同坐标系的坐标转换! 在编程坐标系下! 轮

廓线的基点及相关参考点的坐标如下表所列#

坐标 3 3. ( ' % $ # "

)$直径方式% # # $# &# &:0::1 &:0::1 /# /#

7 # ("/ (&$ (!& (!.0&$% ($10&$% ($10&$% (/"0&$%

其中椭圆线3'段的取值范围是(!& T7T#&

参考编程为# 数控车床程序 $>?@AB系统%! 采用直径编

程" 精加工参考程序! 加工顺序从(

'

"&

序号 程序 注解

-C###"& -程序号

-D#-D$#-D:%-D::-D&"& -程序初始化

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

$% 应用数学 $加工制造类专题%
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$续%

序号 程序 注解

-G!-H.##-I#"#"-G.&

-主轴正转! .##JK984" " 号

车刀 " 号刀补" 切削液开

-D#-E//-F&& -快速定位到起刀点

-E#& -辅助点

-D"-F#->#0"& -3点

-P" '"/&

@"# -P& '&/

+

HNLI+" (P"

+

P"K"&/,&

-P! 'P" ("/&

-P$ '&

+

P&&

-D"-E +P$, -F+P!, ->#0"&

-P" 'P" (#0#/&

-R>- +P"-DI- (:, -DCIC"#&

-3((椭圆宏程序

-D"-E$#-F(&$& -(点

-D"-E&#-F(!&& -'点

-D&-E&:0::1-F($10&$%-L.& -$点

-D"-E/#& -#点

-F(/"0&$%& -"点

-E//& -"点)轴方向延长线上点

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!#& -程序结束

练习题 &#$

$"% 平面内两个定点的距离是 "1! 有一动点到这两个定点

的距离和是 &#! 写出这个动点的轨迹方程&

$&% 写出椭圆
)

&

&/

)

+

&

"1

'" 的长轴" 短轴长! 焦点坐标! 离

心率! 顶点坐标! 准线方程! 并画出它的图形&

$!% 用毛坯为
%

!#997.#99的棒料! $/ 钢! 在数控车上

加工如图 $!"& 所示的零件&编程原点设在右端面与中心轴线的

交点3上! 求
"

轮廓椭圆的标准方程&

#

在编程坐标系下椭圆

中心点坐标及椭圆轮廓相关的点3" "" #的坐标&

$$% 已知一零件如图 $!"! 所示&现要在数控车床上加工这

一零件! 试做出它的轮廓图! 确定基点 $或节点" 参考点%! 并

/%第 & 章"圆 锥 曲 线
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用直径" 半径两种方式写出其坐标&

图-$!"& 图-$!"!

&实践作业'

课题名称# 数控加工椭圆面的初步认识&

材料准备# /*9直径的铝材棒若干& 含椭圆面的零件图样

若干份! 如图 $!"$ 所示&

图-$!"$

现场准备# 实习指导老师两人! 数控加工场所准备等&

知识应用# 椭圆标准方程
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'" 及其切线! 零件轮廓

线! 基点或节点 $含参考点% 及坐标&

操作步骤#

$"% 椭圆曲面零件的认识&用MMI介绍其基本的应用场景&

$&% 根据图示尺寸求椭圆轮廓线的标准方程
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'" 及

锥面轮廓线切线的方程&

$!% 相关计算&

如图! 建立)3.+坐标系! 设椭圆的标准方程为
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'"! 且

有&, '!1! , '".! 点"$:! (1% 是直线与椭圆相切的切点! 则

1% 应用数学 $加工制造类专题%
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有
:

&

".

&

)

$ (1%

&

-

&

'"! 得-

&

'$.! 于是! 得椭圆的标准方程是
)

&

".

&

)

+

&

$.

'"&

椭圆的切线方程是
)

#

)

,

&

)

+

#

+

-

&

'"! 且切点为 "$:! (1%! 所

以切线"#的方程为
:)

".

&

(

1+

$.

'"! 即 +'

&

:

)(.! 因点 #$ (".!

=% 在切线"#上! 所以 ='

&

:

7$ (".% (. '("&! 即 #点坐

标为$ (".! ("&%&

在)37坐标系下! 零件轮廓线各基点及相关点的坐标是#

"$1! (:%" #$"&! (!1%" $$"&! (!:%" 3.$#! (".%! 椭

圆曲线段3#的取值范围是(: T7T#&

$$% 在老师的指导下! 编制加工程序&

参考程序# 数控车床程序 $>?@AB系统%! 采用直径编程"

精加工参考程序! 加工顺序从"

'

$&

序号 程序 注解

-C###"& -程序号

-D#-D$#-D:%-D::-D&"& -程序初始化

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!-H.##-I#"#"-G.&

-主轴正转! .##JK984" " 号

车刀 " 号刀补" 切削液开

-D#-E//-F&& -快速定位到起刀点

-E#& -辅助点

-D"-F#->#0"& -3点

-P" '".&

@"# -P& 'HNLI+$. (P"

+

P"

+

$.K".,&

-P! 'P" (".&

-P$ '&

+

P&&

-D"-E +P$, -F+P!, ->#0"&

-P" 'P" (#0"&

-R>- +P$-UI-"&, -DCIC"#&

-3("椭圆宏程序

-D"-E"&-F(:& -"点

-E&$-F(!1& -#点

-F(!:& -$点

-E//& -$点)轴方向延长线上点

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!#& -程序结束

%%第 & 章"圆 锥 曲 线

仅
供
国
规
教
材
评
审
使
用



$/% 实施零件加工操作&

&#%"双"曲"线

在学习了椭圆的定义后! 你是否有这样的想法# 平面内到

两个定点的距离之和等于定长的动点轨迹是椭圆! 那么! 到两

个定点的距离之差等于定长 $小于两定点间的距离% 的动点轨

迹是怎样呢)

一! 双曲线的定义

与椭圆一样! 做一个类似的实验# 如图 $!"/ 所示! 取

两根不等长的细绳子! 分别把一端固定在两个不同的定点

上! 另一端同时穿进能紧箍细绳的扣子内! 把笔紧贴扣子

点! 然后两细绳同步放长同样的长度! 扣子慢慢地往后缩!

且确保笔尖到两定点的距离之差不变! 沿着各个方向完成这

种操作! 笔尖顺势就在左" 右两边各画出一条曲线&这样的

轨迹称为双曲线&

双曲线在工业生产中也有好多应用! 如发电厂的冷却塔"

贮煤场的漏斗" 钢管校直机! 甚至机器人对声源的搜索" 导航

等! 都与双曲线有联系&

设定点是(

"

和 (

&

! (

"

(

&

'&*! 笔尖看成是一个动点 ;!

那么不论动点;移动到何处! 它到两个定点 (

"

和 (

&

的距离之

差 ;(

"

( ;(

&

总等于定长 &,&

于是! 有双曲线的定义# 平面内一个动点到两个定点的距

离之差的绝对值等于定长的点的轨迹叫作双曲线&这两个定点

叫作焦点! 两个焦点间的距离叫作焦距&

二! 双曲线的标准方程

取经过焦点(

"

和(

&

的直线为)轴! 线段(

"

(

&

的垂直平分

线为+轴! 建立直角坐标系! 如图 $!"1 所示&

设;$)! +% 是双曲线上任意一点& (

"

(

&

'&*$*<#%!

则(

"

" (

&

的坐标分别是 $ (*! #%" $*! #%& 又设动点 ;$)!

+% 到两焦点 (

"

" (

&

距离差的绝对值为定长 &, $ , <#%! 即

;(

"

( ;(

&

';&,! 令*

&

(,

&

'-

&

$-<#%! 得方程
)

&

,

&

(

+

&

-

&

'

"! 称此方程为双曲线的标准方程&

.% 应用数学 $加工制造类专题%

图-$!"/

图-$!"1
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问题探究# 如果双曲线的焦点在 +轴上! 且焦点坐标是 (

"

$#! (*%! (

&

$#! *%! 如图 $!"% 所示! 那么将焦点在)轴上的

双曲线方程
)

&

,

&

(

+

&

-

&

'" 中的 )" +互换! 就能得到这时的双曲线

方程是
+

&

,

&

(

)

&

-

&

'"! 这里仍然有焦距为 &*! 且有*

&

(,

&

'-

&

! *<

, <#! *<-<#&这个方程也叫作双曲线的标准方程&

问题思考#

"

在双曲线标准方程的 ," -" *三个量中! 哪

个量一定最大) 它与其他两个量有什么关系) 它与椭圆方程中

," -" *三个量的关系一致吗)

#

双曲线焦点所在坐标轴的不同

与它的标准方程有什么联系)

在贮煤场" 钢厂! 传统的倒锥形煤斗! 由于收缩率大" 内

壁不光滑" 存在死角等问题! 会在运行中发生堵煤现象&把传

统的倒锥形煤斗改为双曲线型煤斗! 能较好地解决这一问题&

为制件这种煤斗! 要知其双曲线的方程*

&例'-现有一双曲线型煤斗的线形示意图为图 $!". 所示&

试根据图示求该煤斗线形的双曲线方程&

解# 根据题意! 取 # 点为坐标原点! 建立直角坐标系! 设

双曲线方程为
)

&

,

&

(

+

&

-

&

'"&

因为点 $#0$! #% 与点 $&! !0&% 在双曲线上! 所以 , '

#0$及
&

&

#0$

&

(

!0&

&

-

&

'"得-

&

#

#0$&1%!

于是! 该煤斗线形的双曲线方程是
)

&

#0"1

(

+

&

#0$&1%

'"&

问题思考# 若在砌筑双曲线形煤斗时! 在双曲线内侧不同

的高度上水平放置放样模板! 请问模板是什么形状) 当高度是

"019时! 模板的具体尺寸是多少)

三! 双曲线的性质

与椭圆情形一样! 分析双曲线的标准方程
)

&

,

&

(

+

&

-

&

'" $, <

#" -<#% 可得到双曲线的性质&如图 $!": 与图 $!&# 所示&

$"% 对称性# 图形关于 +轴" )轴和坐标原点都对称! 即

坐标轴是双曲线的对称轴! 原点是双曲线的对称中心&双曲线

的对称中心叫作双曲线的中心&

问题思考# 双曲线的对称性在画双曲线时有什么作用)

:%第 & 章"圆 锥 曲 线
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$&% 范围# 根据双曲线标准方程
)

&

,

&

(

+

&

-

&

'"! 求得 +';

-

,

)

&

(,槡
&

! 可知)

&

(,

&

,

#! 即 )

,

, 或 )

*

(,! 说明双曲线在

)'(,和 )', 两条平行直线的外侧! 左侧的一支是 ;(

"

(

;(

&

'(&,! 右侧的一支是 ;(

"

( ;(

&

'&,&

又有)';

,

-

+

&

)-槡
&

! 可知+不论取任何实数! )总是有意

义的&

根据对称性! 我们来看曲线的变化趋势! 在第一象限就可

以了&从关系式+'

-

,

)

&

(,槡
&中可知! 当 )从 , 开始逐渐增大

时! +对应从 # 开始也随之逐渐增大&当 )趋向无穷时! +也趋

向无穷&因此! 双曲线在第一象限内是无限伸展的! 或者说是

无界的&所以要画出整个双曲线的图像是不可能的! 只能画出

它的一部分! 但要反映出它的无限伸展的趋势&

$!% 顶点# 在标准方程中! 令+'#" )';,! 有双曲线与

)轴的两个交点为"

"

$ (,! #%" "

&

$,! #%! 它们称为双曲线的

顶点&双曲线与 +轴没有交点! 但为了研究方便! 我们也把点

#

"

$#! (-%" #

&

$#! -% 画在+轴上&

$$% 实轴" 虚轴# 线段"

"

"

&

称为双曲线的实轴! 它的长等

于 &,! ,称为双曲线的实半轴长& 线段 #

"

#

&

称为双曲线的虚

轴! 它的长等于 &-! -称为双曲线的虚半轴长&

实轴长与虚轴长相等 $即 , '-% 的双曲线称为等轴双曲线

$也有的叫作等边双曲线%&

$/% 渐近线# 根据标准方程有 +';

-

,

)

&

(,槡
&

';

-)

,

" (

,

&

)槡 &

&可以看出! 当 )趋于无穷时!

,

&

)

&

趋于零! 就是说当 )

趋于无穷时! 双曲线上的点几乎就在直线+';

-

,

)上了&

双曲线的各支曲线向外无限伸展! 与两条直线 +';

-

,

)越

来越接近! 但永远不相交&我们把直线+';

-

,

)称为双曲线的

渐近线&

问题思考# 在双曲线图形上如何快速正确地作出渐近线)

根据双曲线标准方程如何直接写出渐近线方程)

$1% 离心率# 与椭圆扁平程度问题相类似! 双曲线有开口

#. 应用数学 $加工制造类专题%
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大小的问题&双曲线焦距的长与实轴的长的比值叫作双曲线的

离心率! 用<表示! 即<'

*

,

&

显然! 双曲线的离心率一定大于 "! 即 <<"&双曲线的离

心率<'

*

,

越大! 则双曲线开口越大& 反之亦然&

问题思考# 试比较双曲线的离心率与椭圆离心率概念的

异同&

$%% 准线方程# 双曲线定义的另一种表述是平面内一个动

点到定点的距离与它到定直线的距离比是大于 " 的常数! 则这

个动点的轨迹是双曲线&定点就是焦点! 定直线叫作双曲线的

准线&两条准线的位置如图 $!&" 所示&

问题思考#

"

比较双曲线的准线与椭圆的准线的异同&

#

你能参照双曲线
)

&

,

&

(

+

&

-

&

'" 的几何性质得到双曲线
+

&

,

&

(

)

&

-

&

'" 的

几何性质吗)

&例'-某型号机器人的听觉控制系统仿照人的双耳效应设

计而成&机器人耳两个声音收集点为 (

"

" (

&

! 且 (

"

(

&

'

&"*9! 当这个机器人在行走中两耳收集到同一声源8的声音的

时间差
$

?'! 7"#

(/

,时! 试建立合适的坐标系! 求这声源8所

在的双曲线方程 $取声速 !!$9K,%&

解# 以(

"

(

&

所在直线为)轴! (

"

(

&

的中垂线为+轴! 建立

直角坐标系&

设所求双曲线方程为
)

&

,

&

(

+

&

-

&

'"&

因为 &*' (

"

(

&

'&"*9'&0" 7"#

("

9! 所以 *'"0#/ 7

"#

("

9!

&, ' 8(

"

( 8(

&

'!!$

$

?'!!$ 7! 7"#

(/

9'"0##& 7

"#

(&

9! , '/0#" 7"#

(!

9!

所以 -

&

'*

&

(,

&

'$"0#/ 7"#

("

%

&

($/0#" 7"#

(!

%

&

'

"0#:::: 7"#

(&

&

于是! 其双曲线方程是-

)

&

&0/"##" 7"#

(/

(

+

&

"0#:::: 7"#

(&

'"&

问题探究# 当声源8距双耳的行程较大时! 8点所在的双

曲线位置就与其渐近线趋近! 此时声源对于人的方向偏角! 就

可以由渐近线的偏角
!

来确定&人能够依靠自身的功能判断出

偏角的大小! 寻找到声源的方向&

".第 & 章"圆 锥 曲 线

图-$!&"

仅
供
国
规
教
材
评
审
使
用



那如何求机器人正前方与声源方向的偏角
!

呢)

如图 $!&&所示! 设声源8所在双曲线渐近线与其虚轴的偏

角为
!

&显然!

!

#

"

3%

-!

3#

"

"

&

! %3'"

&

#

"

! #

"

%'3"

&

! 则

,84

!

',84

"

3#

"

"

&

'

3"

&

"

&

#

"

'

&3"

&

&"

&

#

"

'

&,

&*

'

@

$

?

A

$式中 A是焦距!

(

"

(

&

'A! @

$

?是声源 8到两耳(

"

" (

&

的距离差%! 由此得出

偏角
!

&

在上例中! 机器人收集到声源 8的信息后! 如何以最短路

线向声源8靠拢呢)

由上可知! ,84

!

'

@

$

?

A

'

!!$ 7! 7"#

(/

&0" 7"#

("

#

#0#$%%"!

!

'3J*,84#0#$%%" '&0$1.&

因此! 机器人应从现有行走方向向右偏过 &0$1.后沿直线行

进至声源8为最短路线&

四! 双曲线的切线

我们规定! 当直线与双曲线仅有一个交点时! 就称这条直

线与双曲线相切&这条直线称为双曲线的切线! 这个交点称为

双曲线的切点&过切点且垂直于切线的直线称为该点的法线&

双曲线的切线与椭圆的切线有相似性&

定理# 如果;$)

#

! +

#

% 是双曲线
)

&

,

&

(

+

&

-

&

'" $, <#! -<#%

上的一点! 那么过点;$)

#

! +

#

% 的切线方程是
)

#

)

,

&

(

+

#

+

-

&

'"&

推论# 如果双曲线
)

&

,

&

(

+

&

-

&

'" $, <#! -<#% 的切线的斜率

是1! 那么这切线的方程是+'1); 1

&

,

&

(-槡
&

&

问题思考#

"

根据双曲线
)

&

,

&

(

+

&

-

&

'" 的切线方程 +'1);

1

&

,

&

(-槡
&

! 你能知道双曲线切线的斜率的取值范围吗)

#

将椭

圆
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'" 的切线方程 +'1); 1

&

,

&

)-槡
&与双曲线

)

&

,

&

(

+

&

-

&

'"

的切线方程+'1); 1

&

,

&

(-槡
&进行比较! 能有什么发现)

%

圆

)

&

)+

&

':

& 可以看成是椭圆
)

&

,

&

)

+

&

-

&

'" 的特例! 那么在此情形

下! 圆的切线方程是什么形式呢)

&. 应用数学 $加工制造类专题%

图-$!&&
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五! 求与双曲线相关的基点坐标

&例'-用
%

$#9971/99的圆钢加工如图 $!&! 所示的零

件! 图中双曲线的标准方程是
)

&

"#

&

(

7

&

"!

&

'"! 试建立合适的编程

坐标系! 求出基点" 参考点的坐标&

图-$!&!

解# 在)3

"

7坐标系中! 双曲线的标准方程是
)

&

"#

&

(

7

&

"!

&

'"&

因为#点)'"/! 所以
"/

&

"#

&

(

7

&

"!

&

'"!

--解之得7';"!

"/

&

"#

&槡
("

#

;"$0/!$&

因为 $点 )'".! 所以
".

&

"#

&

(

7

&

"!

&

'"! 解之得 7';"!

".

&

"#

&槡
("

#

;":0$/1&

建立以零件右端面与中心轴线的交点 3为坐标原点的 )37

编程 $即工件% 坐标系! 则零件轮廓线的基点及参考点的坐标

为如下#

坐标 3 " #

3

"

$ %

7 # # ("/ (&:0/!$ ($.0:: (1#

)

半径方式 # "/ "/ # ". ".

直径方式 # !# !# # !1 !1

其中! 双曲线7坐标的起点与终点坐标是("/ V($.0::&

问题思考# 如果把工件坐标系原点建立在双曲线对称中心

线上! 将会怎样)

参考编程为# 数控车床程序 $>?@AB系统%! 采用直径编

!.第 & 章"圆 锥 曲 线
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程" 精加工参考程序! 加工顺序从"

'

%&

序号 程序 注解

-C###"& -程序号

-D#-D$#-D:%-D::-D&"& -程序初始化

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!-H.##-I#"#"-G.&

-主轴正转! .##JK984" " 号

车刀 " 号刀补" 切削液开

-D#-E$&-F&& -快速定位到起刀点

-E&.& -辅助点

-D"-F#->#0"&

-E!#-F("&

-倒角

-F("/& -#点

-P" '"$0/!$&

@"# -P& '"#

+

HNLI+" )P"

+

P"K"1:,&

-P! 'P" (&:0/!$&

-P$ '&

+

P&&

-D"-E +P$, -F+P!, ->#0"&

-P" 'P" (#0"&

-R>- +P"-DI- (":0$/1, -DCIC"#&

-#($双曲线宏程序

-D"-E!1-F($.0::& -$点

-F(1#& -%点

-E$/& -%点)轴方向延长线上点

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!#& -程序结束

&例'-如图 $!&$3所示是一零件的示意图! 在数控车床上

加工时! 编程原点设在右端面与中心轴线的交点 3上! 圆弧所

在圆的圆心在 3

"

点! 双曲线标准方程是
)

&

1

&

(

7

&

.

&

'"! 其中心在

3

&

点! 试求基点及参考点的坐标&

图-$!&$

解# 据题意得图 $!&$= 所示轮廓图&双曲线与圆弧为相切

$. 应用数学 $加工制造类专题%
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关系&

在)3

&

7坐标系下! 双曲线方程是
)

&

1

&

(

7

&

.

&

'"!

设圆弧所在圆的方程为)

&

)$7(&#%

&

':

&

!

)

&

1

&

(

7

&

.

&

'"!

)

&

)$7(&#%

&

':

{
&

$"%

-

$&%

由式 $"% 得! )

&

'!1 )

:

"1

7

&

! 代入式 $&%! 并整理得

&/7

&

(1$#7)1:%1 ("1:

&

'#!

因为双曲线与圆弧相切! 所以
$

'$ (1$#%

&

($ 7&/$1:%1 (

"1:

&

% '#!

:

&

'".#! : 槡'1 /

#

"!0$"1!

则 7'

($ (1$#%

& 7&/

'"&0.! )

#

;""0!&"! 点 "坐标是

$""0!&"! "&0.%&

因#点是双曲线与直线的交点! 所以有

)

&

1

&

(

7

&

.

&

'"!

7

{
'("1

解得7'("1! ) 槡';1 /

#

;"!0$"1&

于是! 在编程原点设在右端面与中心轴线的交点 3上的

)37坐标系中! 各基点及参考点的坐标为#

坐标 3

3

"

"

3

&

# $ %

7 # ("!0$"1 (&#01"1 (!!0$"1 ($:0$"1 ($:0$"1 (/.0$"1

)

半径方式 # # ""0!&" # "!0$"1 ": ":

直径方式 # # &&01$& # &10.!& !. !.

其中! 双曲线7坐标的起点与终点坐标是(&#01"1 V($:0$":&

参考编程为# 数控车床程序 $>?@AB系统%! 采用直径编

程" 精加工参考程序! 加工顺序从"

'

%&

序号 程序 注解

-C###"& -程序号

-D#-D$#-D:%-D::-D&"& -程序初始化

-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!-H.##-I#"#"-G.&

-主轴正转! .##JK984" " 号

车刀 " 号刀补" 切削液开

/.第 & 章"圆 锥 曲 线
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$续%

序号 程序 注解

-E$&-F&& -快速定位到起刀点

-E#& -辅助点

-D"-F#->#0"& -辅助点

-E#-F#& -3点

-D!-E&&01$&-F(&#01"1-L"!0$"1& -"点

-P" '"&0.&

@"# -P& '1

+

HNLI+" )P"

+

P"K1$,&

-P! 'P" (!!0$"1&

-P$ '&

+

P&&

-D"-E +P$, -F+P!, ->#0"&

-P" 'P" (#0"&

-R>- +P"-DI("1, DCIC-"#&

-"(#双曲线宏程序

-D"-E&10.!&-F($:0$"1& -#点

-E!.& -$点

-F(/.0$"1& -%点

-E$&& -%点)轴方向延长线上点

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!#& -程序结束

问题思考# 在实际加工中! 由于曲线"#与直线#$处要用

圆弧过渡! 此处产生的基点如何确定)

在双曲线的轮廓加工编程中! 要注意双曲线方程在编程坐

标系中的形式! 尤其是实轴" 虚轴的长短与位置& 并准确判断

双曲线7坐标的起点与终点坐标& 要把各坐标统一到编程坐标

系中& 在用直径方式编程时! 注意)坐标的值&

练习题 &#%

$"% 已知动圆8与圆$

"

# $))$%

&

)+

&

'& 外切! 与圆$

&

#

$)($%

&

)+

&

'& 内切! 求动圆8圆心的轨迹方程&

$&% 已知双曲线
)

&

"1

(

+

&

:

'"&

"% 写出它的实轴的长" 焦点坐标" 离心率" 顶点坐标" 准

线方程" 渐近线方程&

&% 画出它的图形&

1. 应用数学 $加工制造类专题%
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!% 求过点;$.! 槡! !% 与该双曲线相切的直线方程&

$!% 在建筑工地上! 钢管脚手架在使用过程中会有轻度的

弯曲出现! 对此! 可以用一种钢管校直机来校直&钢管校直机

的主要工作部件是双曲面轧辊&

已知某型号的钢管校直机上的双曲面轧辊的尺寸如图 $!&/

所示! 现要制作一块此轧辊的检验样板! 用于对轧辊曲线的检

验! 试求出这块检验样板曲线所在的双曲线方程&

$$% 用毛坯尺寸为
%

$#997"##99的圆钢加工如图 $!&1

所示的零件! 图中双曲线的标准方程是
)

&

"#

&

(

7

&

"!

&

'"! 试建立合

适的编程坐标系! 求出基点" 参考点的坐标&

$/% 一零件的轮廓图如图 $!&% 所示! 为了在数控车床上加

工这一零件! 编程原点设在右端面与中心轴线的交点 3上&椭

圆中心在3

"

点! 双曲线中心坐标在 3

&

点&试据图示求#

"

在

)3

"

7坐标系下! 椭圆的标准方程&

#

在)3

&

7坐标系下! 双曲线

的标准方程&

%

加工编程坐标系下的基点" 参考点的坐标&

&实践作业'

课题名称# 含双曲线轮廓零件的基点计算及车削见习&

材料准备# 常见含双曲线曲线零件实物若干& 图 $!&. 所示

的含双曲线曲线零件加工图样若干份! 及演示用加工含双曲线

曲线零件材料两套! 制作检验样板用塑料硬板等材料&

图-$!&.

现场准备# 实习指导老师两人! 数控车床两台! 刀具及相

关材料&

知识应用# 双曲线方程的求解! 基点的确定与求解&

操作步骤#

$"% 含双曲线曲线零件的认识&

展示含双曲线曲线的零件实物! 用 MMI介绍其若干应用场

景! 认识常见的含双曲线曲线零件&

%.第 & 章"圆 锥 曲 线
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$&% 计算用数控车床车削该类零件时! 基点等坐标的值&

已知用
%

/#997""#99的圆钢加工如图 $!&. 所示的零件!

试求图中双曲线的标准方程和圆弧所在圆的标准方程& 并建立

合适的编程坐标系! 求出基点" 参考点的坐标等& 在老师的指

导下! 编写" 输入加工程序&

基于数控车床程序 $>?@AB系统%! 采用直径编程" 精加

工参考程序! 补全下列程序! 并输入命令&

序号 程序 注解

-C###"& -程序号

-D#-D$#-D:%-D::-D&"& -程序初始化

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!-H.##-I#"#"-G.&

-主轴正转! .##JK984" " 号

车刀 " 号刀补" 切削液开

-D#-E!/-F&& -快速定位到起刀点

-E#& -辅助点

-D"-F#->#0"& -辅助点

-E#-F#& -3点

- -基点 "

- -基点 &

- -基点-

-D#-E"##-F"##& -快速移动到退刀" 换刀点

-G!#& -程序结束

$!% 练习圆柱类零件的装夹&

$$% 观摩实习指导老师加工零件&

$/% 用塑料硬板 $代薄钢板% 制作双曲线检验样板! 检验

已加工零件双曲线的精度&

&#!"抛"物"线

我们已经知道! 圆" 椭圆" 双曲线是平面内到一个或两个

定点的距离具有某种特性的动点的轨迹! 那么! 抛物线又是具

有哪类特性的动点轨迹呢)

一! 抛物线定义

先做一个实验# 如图 $!&: 所示! 将一直尺固定在平板上!

视这直尺的一边为一定直线B! 再将一三角板的较短直角边紧靠

.. 应用数学 $加工制造类专题%

图-$!&:
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直线B! 在另一条直角边的锐角顶点"处系上一条细绳! 取绳的

长与直角边等长&将绳的另一端结系一小钉! 并把它钉在平板

上的(处! 则(为定点! 然后以笔尖紧靠三角板把绳拉紧! 并

将三角板紧靠B移动! 笔尖顺势所画的图形就是抛物线&

从上可知! 把笔尖看成是一个动点 ;! 不论动点 ;移动到

何处! 它到定点 (的距离 ;(总是等于它到定直线 B的距离

;C&这 是 因 为 ;( ) ;" ' ;C ) ;"! 所 以

;( ' ;C&

于是! 有抛物线的定义# 平面内到一个定点的距离和它到

一定直线的距离相等的点的轨迹叫作抛物线&这个定点叫作抛

物线的焦点! 用 (表示! 这条定直线叫作抛物线的准线! 用 B

表示&焦点到准线的距离 (6叫作焦参数! 用D$D<#% 表示&

二! 抛物线的标准方程

借鉴推导椭圆" 双曲线标准方程的方法# 取经过焦点 (!

且垂直于准线的直线为)轴! 设垂足为6! 以6(的垂直平分线

为+轴! 建立直角坐标系! 如图 $!!# 所示&

则焦点(的坐标是 $

D

&

! #%! 准线 B的方程是)'(

D

&

&方

程+

&

'&D)叫作抛物线的标准方程&

问题探究# 如果抛物线的焦点在 +轴正半轴上! 那么抛物

线的方程如何呢)

取经过焦点(! 且垂直于准线的直线为 +轴! 设垂足为 6!

以6(的垂直平分线为)轴! 建立直角坐标系! 如图 $!!" 所示&

于是就有焦点 (的坐标是 $#!

D

&

%! 准线 B的方程是 +'

(

D

&

! 抛物线的方程是)

&

'&D+&

)

&

'&D+称为焦点在+轴正半轴上的抛物线标准方程&

同样地! 抛物线的焦点分别在)轴负半轴" +轴负半轴上时

对应的标准方程是+

&

'(&D)与)

&

'(&D+&

问题思考# 在抛物线+

&

'&D)" +

&

'(&D)" )

&

'&D+和 )

&

'

(&D+四种形式的标准方程中! &D前符号的正" 负与焦点在坐

标轴上的位置有什么关系)

&例'-如图 $!!& 所示! 某零件轮廓线上的一部分是抛物

线! 试根据图示! 求这抛物线的标准方程&

解# 根据题意! 建立如图所示的坐标系! 设抛物线的标准

:.第 & 章"圆 锥 曲 线
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方程是+

&

'(&D)&

因为抛物线过点 $ ("#! &#%! 所以有&#

&

'(&D7$ ("#%!

D'&#!

则该抛物线的标准方程是+

&

'($#)&

三! 抛物线的性质

我们以标准方程+

&

'&D)为例来认识抛物线的几何性质&

$"% 范围# 根据标准方程 +

&

'&D)和 D<# 知! )

,

#! +'

; &槡D)! 抛物线上的点除其原点上一点外都在 +轴右侧! 即开

口向右! 当)值无限增大时! +的值亦无限增大! 就是说! 抛

物线在+轴右侧向上" 向下无限伸展! 抛物线为无界曲线&

$&% 对称性# 在标准方程中! 用 (+代换 +! 其方程不变!

所以其图形关于 )轴对称&我们把抛物线的对称轴称作抛物线

的轴&抛物线只有一条对称轴! 没有对称中心&

$!% 顶点# 抛物线与其对称轴的交点叫作抛物线的顶点&

抛物线+

&

'&D)的顶点是原点&

$$% 离心率# 与椭圆和双曲线一样! 我们把抛物线上任一

点到焦点的距离和这点到准线的距离的比叫作抛物线的离心率!

用<表示&由抛物线的定义知! <'"&

问题思考# 你能类似地得到抛物线另三种标准方程形式

)

&

'&D+" +

&

'(&D)和)

&

'(&D+的性质吗)

四! 抛物线的切线方程

我们规定! 当直线与抛物线仅有一个交点! 且不平行于其

对称轴时! 就称这条直线与抛物线相切&这条直线称为抛物线

的切线! 这个交点称为抛物线的切点&过切点且垂直于切线的

直线称为该点的法线&

问题探究# 我们已经认识了圆" 椭圆" 双曲线的切线方程!

会有这样的念头# 如何利用它们间的相似性! 把上述切线的法

则运用到抛物线呢) 即猜想过抛物线+

&

'&D)上一点;$)

#

! +

#

%

的切线是+

#

+'&D$

)))

#

&

% 吗) 这个猜想是成立的&

证明#

$"% 当切线斜率1不存在时! 则点 ;$)

#

! +

#

% 在抛物线的

顶点上! )

#

'#! +

#

'#! 有 # 7+'&D$

))#

&

%! 切线方程为直线

)'#! 猜想成立&
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书书书

（２）当切线的斜率ｋ存在时，设切线方程是ｙ＝ｋｘ＋ｍ．
因为Ｐ（ｘ０，ｙ０）是直线与抛物线的交点，则有

ｙ０＝ｋｘ０＋ｍ，

ｙ２０＝２ｐｘ{
０

（１）
（２）

将式 （１）化为ｘ０＝
ｙ０－ｍ
ｋ ，代入式 （２）并整理得

ｋｙ２０－２ｐｙ０＋２ｐｍ＝０，
因为直线抛物线仅有一个交点，所以Δ＝０，
即４ｐ２－４ｋ×２ｐｍ＝０，
因为ｐ≠０，则ｐ＝２ｋｍ，

因为ｙ０＝
２ｐ±槡Δ
２ｋ ，则ｋ＝ｐｙ０

，

将ｙ０＝
ｐ
ｋ代入 ｘ０＝

ｙ０－ｍ
ｋ 得 ｍ＝ｐｋ－ｋｘ０，因 ｋ＝

ｐ
ｙ０
，所以

ｍ＝ｙ０－
ｐｘ０
ｙ０
，

所以切线方程是 ｙ＝ｐｙ０
ｘ＋ｙ０－

ｐｘ０
ｙ０
，ｙ０ｙ＝ｐｘ＋ｙ２０－ｐｘ０，

ｙ０ｙ＝ｐｘ＋２ｐｘ０－ｐｘ０，

即ｙ０ｙ＝２ｐ
ｘ＋ｘ０( )２

，

可知，猜想成立．
定理：如果Ｐ（ｘ０，ｙ０）是抛物线 ｙ２＝２ｐｘ（ｐ＞０）上的一点，

那么过点Ｐ（ｘ０，ｙ０）的切线方程是ｙ０ｙ＝２ｐ
ｘ＋ｘ０( )２

．

推论：如果抛物线ｙ２＝２ｐｘ（ｐ＞０）切线的斜率是 ｋ，那么这

切线的方程是ｙ＝ｋｘ＋ｐ２ｋ．

问题思考：抛物线其他三种标准形式 ｘ２＝２ｐｙ、ｙ２＝－２ｐｘ
和ｘ２＝－２ｐｙ的切线方程的形式分别是什么？

【例】　图４３３所示是某一零件的轮廓线局部，它由抛物线
线段与直线段相切构成，试根据图示数据求直线 ＣＤ的方程、
ＢＣ段抛物线方程及其切点Ｃ的坐标．

解：根据图示，设抛物线方程为 ｙ２＝－２ｐｘ，则它在点 Ｐ

（ｘ０，ｙ０）处的切线方程是ｙ０ｙ＝－２ｐ
ｘ＋ｘ０( )２

；

设直线ＣＤ的方程为 ｙ＝ｋｘ＋ｂ，ｋ＝ｔａｎ４５°＝１，则有直线

１９第４章　圆 锥 曲 线
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ＣＤ的方程ｙ＝ｘ＋ｂ；
因为切点Ｃ的坐标为 （ｍ，－６０），所以有切线方程－６０ｙ＝

－２ｐｘ＋ｍ( )２ ，即 ｙ＝ｐ６０ｘ＋
ｐｍ
６０，它与 ＣＤ直线 ｙ＝ｘ＋ｂ为同一方

程，则有
ｐ
６０＝１，

ｐｍ
６０＝ｂ，得ｐ＝６０，ｍ＝ｂ，则抛物线方程为ｙ

２＝

－１２０ｘ．
因点 Ｃ（ｍ， －６０）在抛物线 ｙ２＝－１２０ｘ上，所以有

（－６０）２＝－１２０ｍ，ｍ＝－３０，则切线 ＣＤ的方程是 ｙ＝ｘ－３０，
切点Ｃ的坐标是 （－３０，－６０）．

五、求与抛物线相关的基点坐标

【例】　如图４３４ａ所示，某一零件由抛物线曲面、锥面与
球面组成．抛物线方程为ｙ２＝４０ｘ，锥面的锥度为１∶２．现要在
数控车上加工这一零件，试确定其轮廓的基点及其坐标．

解：由图可知，轮廓线主要是由锥度为ｉ＝１∶２的直线与抛
物线相切 （设切点为Ａ），又与圆外切 （设切点为Ｂ）组成．

在ｘＯｙ坐标平面内，如图４３４ｂ所示，与抛物线方程 ｙ２＝

４０ｘ相切的直线ＡＢ锥度是１∶２，则斜率ｋ＝－１４；

由抛物线的切线公式 ｙ＝ｋｘ＋ｐ２ｋ，得直线 ＡＢ的方程是 ｙ＝

－１４ｘ－４０．

解方程组

ｙ２＝４０ｘ

ｙ＝－１４ｘ
{ －４０

，得
ｘ＝１６０
ｙ{ ＝－８０，则切点 Ａ的坐标为

（１６０，－８０）．
因为直线ＡＢ与⊙Ｍ外切，所以圆心点 Ｍ到直线 ＡＢ：ｙ＝

－１４ｘ－４０，即ｘ＋４ｙ＋１６０＝０的距离ｄ＝Ｒ．

圆心 Ｍ的横坐标 ｘ＝３２０，纵坐标 ｙ＝－ ４８５２( )－８０ ＝

－１６２５，

所以Ｒ＝ｄ＝３２０＋４（－１６２５）＋１６０

槡１＋１６
＝１０槡１７，

切点Ｂ的法线方程是 ｙ＋１６２５＝４（ｘ－３２０），即４ｘ－ｙ－

１４４２５＝０，解方程组
ｘ＋４ｙ＋１６０＝０
４ｘ－ｙ{ －１４４２５＝０

，得
ｘ＝３３０
ｙ{ ＝－１２２５，则

２９ 应用数学 （加工制造类专题）
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切点Ｂ（３３０，－１２２５）．
建立如图 ４３４ｃ所示的 ｘＨｚ工件坐标系，则轮廓的基点

（含参考点）坐标为：

坐标 Ｇ Ｆ Ｅ Ｄ Ｃ Ｍ

ｘ（直径方式编程） ４８５ ４８５ ３２５ １６５ ８０ ０

ｚ ０ ６０ ６０ ２２０ ３９０ ３８０

其中抛物线ＥＤ段的取值范围是６０＜ｚ＜２２０．
参考编程为：数控车床程序 （ＦＡＮＵＣ系统）、采用直径编

程、精加工参考程序．

序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号

　Ｇ０　Ｇ４０　Ｇ９７　Ｇ９９　Ｇ２１； 　程序初始化

　Ｇ０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３　Ｓ８００　Ｔ０１０１　Ｍ８；
　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ、１号

车刀１号刀补、切削液开

　Ｇ０　Ｘ４８５　Ｚ２； 　快速定位到起刀点

　Ｘ０； 　辅助点

　Ｇ１　Ｚ０　Ｆ０１； 　辅助点

　Ｘ０　Ｚ０； 　Ｏ点

　Ｇ３　Ｘ８０　Ｚ［１０－１０ＳＱＲＴ１７］　Ｒ［１０

ＳＱＲＴ１７］；
　Ｃ点

　Ｇ１　Ｕ８５　Ｗ－１７０； 　Ｄ点

　＃１＝１００；

Ｎ１０ 　＃２＝ＳＱＲＴ［４０＃１］；

　＃３＝＃１－３２０－１０ＳＱＲＴ１７；

　＃４＝３２５－２＃２；

　Ｇ１　Ｘ［＃４］　Ｚ［＃３］　Ｆ０１；

　＃１＝＃１－０２；

　ＩＦ　 ［＃１　ＧＴ　０　］　ＧＯＴＯ　１０；

　Ｄ－Ｅ抛物线宏程序

　Ｇ１　Ｘ３２５　Ｚ［－３２０－１０ＳＱＲＴ１７］； 　Ｅ点

　Ｘ４８５； 　Ｆ点

　Ｚ－３８０； 　Ｇ点

　Ｘ４９０； 　Ｇ点ｘ轴方向延长线上点

　Ｇ０　Ｘ５００　Ｚ２００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３０； 　程序结束

３９第４章　圆 锥 曲 线
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问题探究：工件坐标系 ｚ轴向零点为什么不选在零件的右
端面呢？在本题中，为了尽量使编程简单，直接用图样尺寸，

使坐标值尺寸换算少、加工误差小，所以零点不按一般方法选

在工件的右端面，而选在Ｈ点．
在不同的坐标系下计算的坐标值，在绝对坐标系下转换时

要注意其相互关系．

练习题４３

（１）根据下列条件，求抛物线的标准方程．
１）焦点Ｆ坐标是 （１，０）；
２）焦点在ｘ轴的正半轴上，且焦点到准线的距离是５；
３）准线方程是ｙ＝－４；
４）焦参数是３，且焦点在ｘ轴的正半轴上．
（２）图４３５所示为一电器电杯零件图，为了在数控车床上

加工它的内轮廓抛物线曲面，试求其抛物线方程．
（３）图４３６所示是一含有抛物线曲面的零件，试求出它的

基点及参考点坐标，并指出抛物线段变量的取值范围．

图　４３５

　　

图　４３６

（４）图４３７所示是一零件的轴截面图，该零件的内部是一
以抛物线曲面为底且与直线相切的内壁，抛物线方程是 ｙ２＝
４０ｘ．在数控车床上加工时，试建立合适的坐标系，求出轮廓的
基点坐标．

（５）图４３８所示是一由抛物线曲面、锥面与球面组成的零
件．抛物线方程为 ｙ２＝６０ｘ，锥面的锥度为 ４∶３，圆半径是
５０ｍｍ．在数控车床上加工这一零件时，试确定其轮廓的基点及
其坐标．

４９ 应用数学 （加工制造类专题）
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图　４３７

　　

图　４３８

【实践作业】

课题名称：抛物线曲面检验样板的制作．
具体内容：某含有抛物线曲面的零件的尺寸 （单位：

ｃｍ）如图４３９ａ所示，试求出图中阴影部分检验样板中曲线
弧所在的曲线方程，并用适当的方法制作出该曲线的检验

样板．
材料准备：根据检验样板制作方法选择材料，如直尺、划

规、钢薄板、钻床、锉刀、数控线切割机等．
知识应用：抛物线方程、基点、拱形作图等．
操作步骤：

图　４３９

（１）根据图示求曲线方程．
建立如图４３９ｂ所示的坐标系，设所求的直线方程为 ｙ２＝

－２ｐｘ，

５９第４章　圆 锥 曲 线
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因为点Ａ（－３２，１６）在曲线上，所以有１６２＝－２ｐ（－３２），２ｐ＝８，
则所求的曲线方程为 ｙ２＝－８ｘ（ｘ取值范围是 －３２≤

ｘ≤－１２）．

当ｘ＝－１２时，ｙ２＝－８×（－１２），ｙ 槡＝±４ ６≈ ±９７９８，
所以Ｂ（－１２，９７９８）、Ｃ（－１２，－９７９８）．

（２）选用数控线切割制作检验样板．
在图４３９ｃ所示的坐标系下，轮廓的基点坐标可列下表：

坐标 Ｈ Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ Ｆ Ｇ

ｘ －２８ －１６ －９７９８ ９７９８ １６ ２８ ２８ －２８

ｚ －２０ －２０ ０ ０ －２０ －２０ ２０ ２０

特别地，ＡＢ段与曲线 ＣＤ是抛物线，在编程时，注意其变
量的取值范围及其方法．在数控线切割机上加工．

（３）选用传统机械加工方法制作检验样板．
１）划线：取适当尺寸的薄钢板，用作拱形的传统方法作抛

物线 （也可先在硬纸板上作抛物线图样，再复制到钢板上）；

２）钻孔：在轮廓拐点钻孔；
３）锯割：对抛物线等线段粗加工；
４）磨削：用传统钳工工艺精加工轮廓．
比较数控加工与传统钳加工制作样板的不同．

６９ 应用数学 （加工制造类专题）
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第５章　基点计算的方法

一个零件的轮廓往往是由许多不同的几何元素组成的．在
准确判断它们之间的关系后，针对不同类型的基点，采用不同

方法求解过程中，常常要联立方程组求解，但此计算过程比较

烦琐，为简化计算，可以将计算过程标准化．

５１　基点计算的标准化方法

我们把直线与圆弧相交或相切、圆弧与圆弧相交或相切、

直线与两圆相切类型基点的标准化计算列成下表．

类型 图示 推导计算公式 说明

（一）

直线

与圆

相交

　已知：ｋ，ｂ，（ｘ０，ｙ０），Ｒ

　求：（ｘｃ，ｙｃ） 　方程：
（ｘ－ｘ０）２＋（ｙ－ｙ０）２＝Ｒ２，

ｙ＝ｋｘ＋{ ｂ

　公式：Ａ＝１＋ｋ２

Ｂ＝２［ｋ（ｂ－ｙ０）－ｘ０］

Ｃ＝ｘ２０＋（ｂ－ｙ０）２－Ｒ２

ｘｃ＝
－Ｂ± Ｂ２－４槡 ＡＣ

２Ａ

ｙｃ＝ｋｘｃ＋ｂ

　公式也可用于求解直线与圆相切时的切

点坐标．当直线与圆相切时，取Ｂ２－４ＡＣ＝

０，对应ｘｃ＝－
Ｂ
２Ａ，其余算式不变

（二）

两圆

相交

　已知：（ｘ１，ｙ１），Ｒ１；

　 （ｘ２，ｙ２），Ｒ２；

　求：（ｘｃ，ｙｃ）

　方程：
（ｘ－ｘ１）２＋（ｙ－ｙ１）２＝Ｒ２１，

（ｘ－ｘ２）２－（ｙ－ｙ２）２＝Ｒ２{
２

　公式：Δｘ＝ｘ２－ｘ１，Δｙ＝ｙ２－ｙ１

　Ｄ＝
（ｘ２２＋ｙ２２－Ｒ２２）－（ｘ２１＋ｙ２１－Ｒ２１）

２

　Ａ＝１＋ ΔｘΔ( )ｙ
２

　Ｂ＝２ ｙ１－
Ｄ
Δ( )ｙΔｘΔ[ ｙ－ｘ]１

　Ｃ＝ ｙ１－
Ｄ
Δ( )ｙ

２
＋ｘ２１－Ｒ２１

　ｘｃ＝
－Ｂ± Ｂ２－４槡 ＡＣ

２Ａ

　ｙｃ＝
Ｄ－Δｘｘｃ
Δｙ

　当两圆相切时，Ｂ２－４ＡＣ＝０，公式可用

于求两圆相切时的切点．

　公式中求解 ｘｃ时，其较大的值取

“＋”，较小的值取 “－”
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（续）

类型 图示 推导计算公式 说明

（三）

直线与

圆相切

　已知：（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），Ｒ

　求：（ｘｃ，ｙｃ）

　Δｘ＝ｘ２－ｘ１，Δｙ＝ｙ２－ｙ１

　α１＝ａｒｃｔａｎ
Δｙ
Δｘ

　α２＝ａｒｃｓｉｎ
Ｒ

Δｘ２＋Δｙ槡
２

　β＝ α１±α２
　ｘｃ＝ｘ２±Ｒ ｓｉｎβ

　ｙｃ＝ｙ２±Ｒ ｃｏｓβ

　要注意公式中角度的方向，因过圆外

一点的切线有两条，具体到哪一条要由

α２前面的 “±”选取，直线相对于基

准线逆时针方向旋转时为 “＋”，反之

为 “－”．ｘｃ在 ｘ２右边取 “＋”，左边

取 “－”；ｙｃ在 ｙ２上方取 “＋”，下方

取 “－”（以下类似情况取号相同）　

（四）

直线与

圆相交

　已知：（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），Ｒ

　求：（ｘｃ，ｙｃ） 　Δｘ＝ｘ２－ｘ１，Δｙ＝ｙ２－ｙ１

　α２＝ａｒｃｓｉｎ
Δｘｓｉｎα１－Δｙｃｏｓα１

Ｒ

　β＝ α１±α２
　ｘｃ＝ｘ２±Ｒ ｃｏｓβ

　ｙｃ＝ｙ２±Ｒ ｓｉｎβ

　公式中的角度是有向角，α１取角度绝
对值不大于９０°范围内的那个角，这个
角是直线与 ｘ轴逆时针方向所成的取
“＋”，反之为 “－”

（五）

圆与圆

相交

　已知：（ｘ１，ｙ１），Ｒ１；

　 （ｘ２，ｙ２），Ｒ２；

　求：（ｘｃ，ｙｃ）
　Δｘ＝ｘ２－ｘ１，Δｙ＝ｙ２－ｙ１

　ｄ＝ Δｘ２＋Δｙ槡
２

　α１＝ａｒｃｔａｎ
Δｙ
Δｘ

　α２＝ａｒｃｃｏｓ
Ｒ２１＋ｄ２－Ｒ２２
２Ｒ１ｄ

　β＝ α１±α２
　ｘｃ＝ｘ１±Ｒ１ｃｏｓβ

　ｙｃ＝ｙ１±Ｒ１ｓｉｎβ

　两圆相切时，α２为零．两圆相交的另

一交点的坐标根据公式中的 “±”选

取，结合图形，正确选取 ｘ值和 ｙ值相

互间的搭配

８９ 应用数学 （加工制造类专题）
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（续）

类型 图示 推导计算公式 说明

（六）

直线与

两圆相切

　已知：（ｘ１，ｙ１），Ｒ１；

　 （ｘ２，ｙ２），Ｒ２；

　求：（ｘｃ，ｙｃ）

　Δｘ＝ｘ２－ｘ１，Δｙ＝ｙ２－ｙ１

　α１＝ａｒｃｔａｎ
Δｙ
Δｘ

　α２＝ａｒｃｓｉｎ
Ｒ２±Ｒ１
Δｘ２＋Δｙ槡

２

　β＝ α１±α２
　ｘｃ１＝ｘ１±Ｒ１ｓｉｎβ

　ｙｃ１＝ｙ１±Ｒ１ ｃｏｓβ

　同理，ｘｃ２＝ｘ２±Ｒ２ｓｉｎβ

　ｙｃ２＝ｙ２±Ｒ２ ｃｏｓβ

　求α２角度时，内公切线用 “＋”，外

公切线用 “－”．Ｒ２为大圆半径，Ｒ１为

小圆半径

特别需要指出的是，利用上述表中推导的公式，采用标准

化计算的过程中，应尽可能地与图形结合，在数形结合下，提

高计算的效能．
【例】　图５１所示为一数控铣削零件的轮廓图，试分析轮

廓线的组成；并在此基础上用三角函数法求解基点坐标．

图　５１

解：轮廓线是由线段ＯＡ与弧

)

ＡＢ相交、弧

)

ＡＢ与弧

)

ＢＣ相交、

弧

)

ＢＣ和弧

)

ＤＥ与线段ＣＤ内切、线段ＥＦ与弧

)

ＤＥ相切、线段ＦＯ
与线段ＯＡ相交组成１２０°角．基点为Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ、Ｆ、Ｏ．

Ａ点：直线ＯＡ与弧

)

ＡＢ的交点．
因为α１是直线 ＯＡ与 ｘ轴的夹角，要取角度绝对值不大于

９０°范围内的角，其值为６０°，它是直线ＯＡ与ｘ轴逆时针方向所
成角，因此取 “＋”号，所以α１＝６０°．则有

Δｘ＝ｘ２－ｘ１＝０，Δｙ＝ｙ２－ｙ１＝８０－０＝８０，

α２＝ａｒｃｓｉｎ
Δｘｓｉｎα１－Δｙｃｏｓα１

Ｒ
＝ａｒｃｓｉｎ０×ｓｉｎ６０°－８０ｃｏｓ６０°５０

＝ａｒｃｓｉｎ０８＝５３°８′，
β＝α１±α２ ＝６０－５３°８′＝６°５２′，（直线相对基准线是顺
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时针方向，α２前取 “－”）
ｘＡ＝ｘ２±Ｒｃｏｓβ ＝０－５０ｃｏｓ６°５２′＝－４９６４１，（ｘＡ在 ｘ２

的左边，取 “－”）
ｙＡ＝ｙ２±Ｒｓｉｎβ＝８０＋５０ｓｉｎ６°５２′＝８５９８１．（ｙＡ在ｙ２的上

边，取 “＋”）

Ｂ点：弧

)

ＡＢ与弧

)

ＢＣ相交点．
Δｘ＝ｘ２－ｘ１＝１００－０＝１００，Δｙ＝ｙ２－ｙ１＝２００－８０＝１２０，

ｄ＝ Δｘ２＋Δｙ槡
２＝ １００２＋１２０槡

２＝１５６２０５，

α１＝ａｒｃｔａｎ
Δｙ
Δｘ
＝ａｒｃｔａｎ１２０１００＝ａｒｃｔａｎ１２＝５０°１２′，

α２ ＝ａｒｃｃｏｓ
Ｒ２１＋ｄ２－Ｒ２２
２Ｒ１ｄ

＝ａｒｃｃｏｓ５０
２＋１５６２０５２－１１０２
２×５０×１５６２０５

＝ａｒｃｃｏｓ０９４７５＝１８°３９′，
β＝α１±α２ ＝５０°１２′＋１８°３９′＝６８°５１′，（α２是逆时针方

向形成角，取 “＋”）
ｘＢ＝ｘ１±Ｒ１ｃｏｓβ ＝５０ｃｏｓ６８°５１′＝１８０４１， （ｘＢ在 ｘ１的右

边，取 “＋”）
ｙＢ＝ｙ１±Ｒ１ｓｉｎβ ＝８０＋５０ｓｉｎ６８°５１′＝１２６６３１． （ｙＢ在 ｙ１

的上方，取 “＋”）

Ｃ点与Ｄ点：弧

)

ＢＣ和弧

)

ＤＥ与线段ＣＤ的内切点．
Δｘ＝ｘ２－ｘ１＝１００－１２０＝－２０，Δｙ＝ｙ２－ｙ１＝２００－４０＝１６０，

α１＝ａｒｃｔａｎ
Δｙ
Δｘ
＝ａｒｃｔａｎ（－０８）＝－８２°５２′，

α２ ＝ａｒｃｓｉｎ
Ｒ２＋Ｒ１
Δｘ２＋Δｙ槡

２
＝ａｒｃｓｉｎ １１０＋３０

（－２０）２＋１６０槡
２
＝ａｒｃ

ｓｉｎ０８６８２＝６０°１５′，
β＝α１±α２ ＝ －８２°５２′＋６０°１５′＝２２°３７′， （ＣＤ为内公

切线，取 “＋”）
ｘＣ＝ｘ２－Ｒ２ｓｉｎβ＝１００－１１０ｓｉｎ２２°３７′＝５７６９２，（ｘＣ在ｘ２的

左边，取 “－”）
ｙＣ＝ｙ２－Ｒ２ ｃｏｓβ＝２００－１１０ｃｏｓ２２°３７′＝９８４６２；（ｙＣ在ｙ２

的下方，取 “－”）
同理，ｘＤ＝ｘ１＋Ｒ１ｓｉｎβ＝１２０＋３０ｓｉｎ２２°３７′＝１３１５３８， （ｘＤ

在ｘ１右边，取 “＋”）
ｙＤ＝ｙ１＋Ｒ１ ｃｏｓβ ＝４０＋３０ｃｏｓ２２°３７′＝６７６９２． （ｙＤ在 ｙ１

的上方，取 “＋”）
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Ｅ点：ＦＥ与弧

)

ＥＤ的切点．
Δｘ＝ｘ２－ｘ１＝１２０－１３０＝－１０，Δｙ＝ｙ２－ｙ１＝４０－０＝４０，

α１＝ａｒｃｔａｎ
Δｙ
Δｘ
＝ａｒｃｔａｎ（－４）＝－７５°５８′，

α２＝ａｒｃｓｉｎ
Ｒ

Δｘ２＋Δｙ槡
２
＝ａｒｃｓｉｎ ３０

（－１０）２＋４０槡
２
＝４６°４１′，

β＝α１±α２ ＝ －７５°５８′－４６°４１′＝１２２°３９′，（直线ＦＥ相
对ＦＯ３顺时针方向形成α２，取 “－”）

ｘＥ＝ｘ２±Ｒｓｉｎβ ＝１２０＋３０ｓｉｎ１２２°３９′＝１４５２５９，（ｘＥ在
ｘ２的右边，取 “＋”）

ｙＥ＝ｙ２±Ｒｃｏｓβ＝４０－３０ｃｏｓ１２２°３９′＝２３８１５，（ｙＥ在ｙ２
的下方，取 “－”）

Ｆ点和Ｏ点：Ｆ（１３０，０），Ｏ（０，０）．
则各基点的坐标为：

坐标 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ Ｆ Ｏ
ｘ －４９６４１ １８４０１ ５７６９２ １３１５３８ １４５２５９ １３０ ０
ｙ ８５９８１ １２６６３１ ９８４６２ ６７６９２ ２３８１５ ０ ０

参考编程程序为：数控铣床程序 （ＦＡＮＵＣ系统）、选择坐
标原点Ｏ为编程原点，加工顺序顺时针方向从Ｏ→Ｆ→Ｏ．

序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号
Ｎ１０ 　Ｇ９０　Ｇ９４　Ｇ２１　Ｇ４０　Ｇ５４　Ｆ１００； 　程序初始化
Ｎ２０ 　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　Ｚ向回参考点
Ｎ３０ 　Ｍ３　Ｓ８００； 　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ
Ｎ４０ 　Ｇ９０　Ｇ００　Ｘ－２０　Ｙ－２０； 　快速定位到起刀点
Ｎ５０ 　Ｚ２０　Ｍ０８； 　切屑液开
Ｎ６０ 　Ｇ０１　Ｚ－５　Ｆ１００； 　背吃刀量为５ｍｍ
Ｎ７０ 　Ｇ４１　Ｇ０１　Ｘ０　Ｙ－１０　Ｄ０１； 　Ｏ点－ｙ轴延长线上建立刀补
Ｎ８０ 　Ｘ０　Ｙ０； 　Ｏ点
Ｎ９０ 　Ｘ－４９６４１　Ｙ８５９８１； 　Ａ点
Ｎ１００ 　Ｇ２　Ｘ１８４０１　Ｙ１２６６３１　Ｒ５０； 　Ｂ点
Ｎ１１０ 　Ｇ３　Ｘ５７６９２　Ｙ９８４６２　Ｒ１１０； 　Ｃ点
Ｎ１２０ 　Ｇ１　Ｘ１３１５３８　Ｙ６７６９２； 　Ｄ点
Ｎ１３０ 　Ｇ２　Ｘ１４５２５９　Ｙ２３８１５　Ｒ３０； 　Ｅ点
Ｎ１４０ 　Ｇ１　Ｘ１３０　Ｙ０； 　Ｆ点
Ｎ１５０ 　Ｇ１　Ｘ－２０　Ｙ０； 　Ａ点－ｘ轴方向延长线上点
Ｎ１６０ 　Ｇ４０　Ｇ０１　Ｘ４５　Ｙ４５　Ｍ０９； 　取消刀补、关切削液
Ｎ１７０ 　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　返回ｚ轴方向参考点
Ｎ１８０ 　Ｍ３０； 　程序结束
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练习题５１

（１）数控加工如图５２所示的零件，试求出它的基点及参
考点的坐标．

图　５２

（２）某零件的平面轮廓如图５３所示，在加工过程中要求

直线ＢＣ与弧

)

ＣＤ切点Ｃ到ＡＥ的距离，试计算．
（３）在数控车床上车削如图５４所示零件，需要求出半径

为Ｒ１８的圆弧所在圆的圆心Ｏ１的坐标及与半径Ｒ１２５圆弧相切
的切点Ａ的坐标．请分别用列方程组法、三角函数法求解．

（４）如图５５所示，平面凸轮零件外轮廓需要在数控铣床
上加工，试建立合适的坐标系，求出加工时需要的各基点的

坐标．

图　５４

　

图　５５

５２　基点计算的 ＡｕｔｏＣＡＤ作图法

利用绘图软件作图求基点是目前流行的一种求基点的方法．
常用的软件有ＡｕｔｏＣＡＤ和ＣＡＸＡ电子图板．采用绘图软件作图

２０１ 应用数学 （加工制造类专题）

图　５３
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求基点具有操作简便、避免繁杂计算、精度高、出错率少的

优点．
在用绘图软件作图求基点中要注意：善于运用数学中的几

何性质，正确进行绘图分析，不能有差错；一般情况下按１∶１的
比例绘制，尺寸标注的精度单位设置要符合要求，通常为小数

点后三位；点的捕捉要精准．
【例】　图５６ａ所示为一凸轮的平面图，数控铣削凸轮的外

轮廓，试用ＣＡＤ绘图分析法求它的基点坐标．

分析： （１）以 Ｏ为圆心、１５为半径的弧

)

ＡＢ，以 Ｏ３为圆

心、６为半径的弧

)

ＤＥ均内切于弧

)

ＡＥ，弧
)

ＡＥ的半径为４４，由内
切两圆半径关系知：Ｏ１点是以 Ｏ为圆心、（４４－１５）为半径的
弧与以Ｏ３为圆心、（４４－６）为半径的弧的两弧的交点；

（２）以Ｏ２为圆心、８为半径的弧

)

ＢＣ与弧
)

ＡＢ外切，所以
Ｏ２是以Ｏ为圆心、（１５＋８）为半径的弧和与 ｙ轴右侧相距１７
的直线的交点；

图　５６

（３）直线ＣＤ是圆Ｏ２与圆Ｏ３的内公切线．
利用 ＣＡＤ作两圆的内公切线的作图要点是：如图５６ｂ所

示，设圆Ｏ１、圆Ｏ２的半径分别是 Ｒ、ｒ（Ｒ≥ｒ），以 Ｏ１为圆心、
（Ｒ＋ｒ）长为半径作圆，打开对象捕捉，选择切点捕捉命令，过
Ｏ２点作 （Ｒ＋ｒ）长为半径圆的切线 Ｏ２Ｐ，选择偏移命令，将
Ｏ２Ｐ偏移ｒ个单位，即得圆Ｏ１与圆Ｏ２的内公切线ＡＢ．

外公切线的作法与之类似，不同的是将 “（Ｒ＋ｒ）长”改为
“（Ｒ－ｒ）长”．

在利用ＣＡＤ作图中，要充分发挥ＣＡＤ的功能，简化几何作
图．

ＣＡＤ绘图求基点：
１）作基准线ｘ轴、ｙ轴，交点为Ｏ；
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２）ｘ轴向下平移３，ｙ轴向右偏移３６，设交点为 Ｏ３；分别
以Ｏ、Ｏ３为圆心，１５、６长为半径作圆；
３）又分别以Ｏ，Ｏ３为圆心，（４４－１５）与 （４４－６）长为

半径作弧，交于点 Ｏ１，以 Ｏ１为圆心、４４长为半径作圆与前两
圆相切于点Ａ、Ｅ；
４）将ｙ轴向右偏移１７，以 Ｏ为圆心、（１５＋８）长为半径

作弧，与前偏移１７的直线交于 Ｏ２，以 Ｏ２为圆心、８为半径作
圆，与１５为半径的圆Ｏ外切得切点Ｂ；
５）以Ｏ２为圆心、（８＋６）长为半径作圆，利用切点捕捉

功能，过Ｏ３点作 （８＋６）长为半径圆的切线Ｏ３Ｐ，选择偏移命
令，将Ｏ３Ｐ偏移６，即得切线ＤＣ；
６）利用删除、打断等功能修整作图．
７）选择标注命令，得相关数据，根据图示位置调整成坐标

值，见下表．
坐标 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ Ｏ Ｏ１ Ｏ２ Ｏ３

ｘ －４０２８ １１０８７ １７６５２ ３５５１１ ４０５１４ ０ ７４１４ １７ ３６

ｙ １４５０２ －１０１０３－７５１９ －８９８ ０９５３ ０ －２８０３６－１５４９２ －３

参考编程程序为：数控铣床程序 （ＦＡＮＵＣ系统）、选择坐
标原点Ｏ为编程原点，加工顺序逆时针方向从Ａ→Ｅ→Ａ．
序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号
Ｎ１０ 　Ｇ９０　Ｇ９４　Ｇ２１　Ｇ４０　Ｇ５４　Ｆ１００； 　程序初始化
Ｎ２０ 　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　ｚ轴方向回参考点
Ｎ３０ 　Ｍ３　Ｓ８００； 　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ
Ｎ４０ 　Ｇ９０　Ｇ０　Ｘ－４０２８　Ｙ３０； 　快速定位到起刀点
Ｎ５０ 　Ｚ２０　Ｍ０８； 　切屑液开
Ｎ６０ 　Ｇ１　Ｚ－５　Ｆ１００； 　背吃刀量为５ｍｍ
Ｎ７０ 　Ｇ４２　Ｇ１　Ｘ－４０２８　Ｙ２０　Ｄ０１； 　Ａ点ｙ轴延长线上建立刀补
Ｎ８０ 　Ｙ１４５０２； 　Ａ点
Ｎ９０ 　Ｇ３　Ｘ１１０８７　Ｙ－１０１０３　Ｒ１５； 　Ｂ点
Ｎ１００ 　Ｇ２　Ｘ１７６５２　Ｙ－７５１９　Ｒ８； 　Ｃ点
Ｎ１１０ 　Ｇ１　Ｘ３５５１１　Ｙ－８９８； 　Ｄ点
Ｎ１２０ 　Ｇ３　Ｘ４０５１４　Ｙ０９５３　Ｒ６； 　Ｅ点
Ｎ１３０ 　Ｇ３　Ｘ－４０２８　Ｙ１４５０２　Ｒ４４； 　Ａ点
Ｎ１４０ 　Ｇ１　Ｙ２０； 　Ａ点ｙ轴延长线上点
Ｎ１５０ 　Ｇ４０　Ｇ１　Ｘ４５　Ｙ４５　Ｍ０９； 　取消刀补、关切削液
Ｎ１６０ 　Ｇ９１　Ｇ２８　Ｚ０； 　返回ｚ轴方向参考点
Ｎ１７０ 　Ｍ３０； 　程序结束

４０１ 应用数学 （加工制造类专题）
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练习题５２

（１）一零件如图５７所示，试作出它的轮廓图，并用 ＣＡＤ
绘图法求它的基点坐标及其参考点的坐标 （用直径方式表示）．

（２）在数控车上车削如图５８所示的零件，作它的轮廓图，
用ＣＡＤ绘图法求它的基点坐标及其参考点的坐标 （用直径方式

表示）．

图　５７

　

图　５８

（３）有一类 “心形”的平面凸轮如图５９所示，现在数控
铣床上加工它的外轮廓．试分别用解析法与 ＣＡＤ绘图法求它的
基点及参考点的坐标．

（４）在数控车床上车削如图５１０所示的零件，试分别用解
析法与ＣＡＤ绘图法求其基点坐标．

图　５９

　　　

图　５１０

５０１第５章　基点计算的方法
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第６章　坐 标 转 换

在加工机械零件的过程中，还会遇到加工曲面轮廓线所在

位置与工件主轴线成非特殊的平行与垂直关系，即俗称 “斜”

的状态．图６１所示是一手柄的局部轮廓图，有一部分是斜椭
圆曲面线段．在数控车床上加工这类轮廓线的零件时，它的方
程和基点坐标等应如何表示呢？

图　６１

６１　旋 转 变 换

我们已经能解决不倾斜的 “正”状态椭圆的加工问题，为

了实现在数控车上加工如图６１所示倾斜状态的 “斜”椭圆零

件，设想找到这种 “正”与 “斜”之间的关系．我们可以通过
旋转变换坐标轴，让斜椭圆相对于旋转变换的坐标轴是 “正”

的状态；或将斜椭圆旋转到 “正”的状态来实现．

一、坐标轴的旋转

改变坐标轴的方向，使其与椭圆等图形成为 “正”的关系．
像这样的使两个坐标轴按同一方向同时旋转同一角度的操作称

为坐标轴的旋转，简称转轴．那么，同一点在旋转前后的两坐
标系中的坐标有怎样的联系呢？

如图６２所示，设平面内一点Ｐ，在原直角坐标系ｘＯｙ中的
坐标是 （ｘ，ｙ），现把坐标系ｘＯｙ绕Ｏ点逆时针方向转过一个角
θ，构成新坐标系 ｘ′Ｏｙ′，设点 Ｐ在新坐标系 ｘ′Ｏｙ′中的坐标是
（ｘ′，ｙ′），又设 ＯＰ ＝ρ，∠ｘ′ＯＰ＝φ，则有

图　６２
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ｘ′＝ＯＭ′＝ＯＰｃｏｓφ＝ρｃｏｓφ，
ｙ′＝ＯＮ′＝ＯＰｓｉｎφ＝ρｓｉｎ{ φ

（１）

　又因
ｘ＝ＯＭ＝ＯＰｃｏｓ（φ＋θ）＝ρ（ｃｏｓφｃｏｓθ－ｓｉｎφｓｉｎθ）
＝ρｃｏｓφｃｏｓθ－ρｓｉｎφｓｉｎθ，
ｙ＝ＯＮ＝ＯＰｓｉｎ（φ＋θ）＝ρ（ｓｉｎφｃｏｓθ＋ｃｏｓφｓｉｎθ）
＝ρｓｉｎφｃｏｓθ＋ρｃｏｓφｓｉｎθ，

将式 （１）中的ρｃｏｓφ＝ｘ′，ρｓｉｎφ＝ｙ′代入上式，得
ｘ＝ｘ′ｃｏｓθ－ｙ′ｓｉｎθ，
ｙ＝ｘ′ｓｉｎθ＋ｙ′ｃｏｓ{ θ

（２）

式 （２）可称为坐标轴的旋转公式，θ称作旋转角．
如果是坐标系按顺时针方向旋转θ，那么旋转公式中的角度

用 “－θ”表示．
问题思考：旋转公式中的两直角坐标系的原点有什么关系？

公式中的旋转角θ实际在什么范围内？
问题探究：式 （２）是用新坐标表示原坐标的形式，反过

来，用原坐标表示新坐标的形式如何呢？

我们用ｘ＝ｘ′ｃｏｓθ－ｙ′ｓｉｎθ乘 ｃｏｓθ加上 ｙ＝ｘ′ｓｉｎθ＋ｙ′ｃｏｓθ乘
ｓｉｎθ得

ｘｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ＝ｘ′ｃｏｓ２θ－ｙ′ｓｉｎθｃｏｓθ＋ｘ′ｓｉｎ２θ＋ｙ′ｓｉｎθｃｏｓθ，
ｘ′＝ｘｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ；
同理ｙ′＝－ｘｓｉｎθ＋ｙｃｏｓθ，
即有

ｘ′＝ｘｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ，
ｙ′＝－ｘｓｉｎθ＋ｙｃｏｓ{ θ

（３）

式 （３）也是坐标轴的旋转公式．
【例】　在方程１３ｘ２－１０ｘｙ＋１３ｙ２＝７２中，将两坐标轴绕原

点逆时针方向旋转４５°，求它在新坐标轴下的新方程，并作它的
示意图．

解：因为θ＝４５°，所以根据旋转公式得

ｘ＝ｘ′ｃｏｓ４５°－ｙ′ｓｉｎ４５°，
ｙ＝ｘ′ｓｉｎ４５°＋ｙ′{ ｃｏｓ４５°

即

ｘ＝ｘ′－ｙ′

槡２

ｙ＝ｘ′＋ｙ′

槡










２

将上式代入方程１３ｘ２－１０ｘｙ＋１３ｙ２＝７２中，得

１３
ｘ′－ｙ′

槡
( )２

２

－１０
ｘ′－ｙ′

槡
( )２

ｘ′＋ｙ′

槡
( )２

＋１３
ｘ′＋ｙ′

槡
( )２

２

＝７２，

７０１第６章　坐 标 转 换
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整理得到新坐标轴下的新方程是４ｘ′２＋９ｙ′２＝３６，即ｘ′
２

９＋

ｙ′２
４＝１，则它的图像是椭圆，如图６３所示．

利用坐标轴旋转公式可以实现坐标轴旋转前后点的坐标的

相互换算，从而实现曲线方程表达形式的变换．

二、坐标点的旋转

改变点的位置 （即坐标点变换）会改变图形与坐标轴之间

的关系．像这样曲线图形上的所有点绕定点 （原点）按同一方

向同时旋转同一角度的操作称为坐标点的旋转，简称转点．那
么，旋转前后点的坐标有怎样的联系呢？

如图６４所示，设平面内一点 Ｐ０（ｘ０，ｙ０）绕原点 Ｏ点逆时
针方向转过一个角 θ至 Ｐ１，Ｐ１坐标是 Ｐ１（ｘ１，ｙ１）， ＯＰ０ ＝
ＯＰ１ ＝ρ，∠ｘＯＰ０＝α．根据三角函数定义知：

ｘ０＝ρｃｏｓα，

ｙ０＝ρｓｉｎ{ α
（１）

ｘ１＝ρｃｏｓ（α＋θ）＝ρ（ｃｏｓαｃｏｓθ－ｓｉｎαｓｉｎθ）＝ρｃｏｓαｃｏｓθ－
ρｓｉｎαｓｉｎθ，　　　　　

ｙ１＝ρｓｉｎ（α＋θ）＝ρ（ｓｉｎαｃｏｓθ＋ｃｏｓαｓｉｎθ）＝ρｓｉｎαｃｏｓθ＋
ρｃｏｓαｓｉｎθ，　　　　　

将式 （１）中的ρｃｏｓα＝ｘ０和ρｓｉｎα＝ｙ０，代入上式，得

ｘ１＝ｘ０ｃｏｓθ－ｙ０ｓｉｎθ，

ｙ１＝ｘ０ｓｉｎθ＋ｙ０ｃｏｓ{ θ
（２）

式 （２）可称为坐标点的旋转公式，θ称作旋转角．若坐标
点按顺时针方向旋转θ，则旋转公式中的角度取 “－θ”．

问题探究：式 （２）是用旋转前的坐标表示旋转后坐标的形
式，反之，它的形式又如何呢？

易得
ｘ０＝ｘ１ｃｏｓθ＋ｙ１ｓｉｎθ，

ｙ０＝－ｘ１ｓｉｎθ＋ｙ１ｃｏｓ{ θ

【例】　在方程１３ｘ２－１０ｘｙ＋１３ｙ２＝７２中，将曲线绕原点顺
时针方向旋转４５°，求曲线旋转后的新方程．

解：由题意知，曲线上所有的点绕原点顺时针方向旋转

４５°，则有

８０１ 应用数学 （加工制造类专题）
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ｘ０＝ｘ１ｃｏｓ（－４５°）＋ｙ１ｓｉｎ（－４５°），

ｙ０＝－ｘ１ｓｉｎ（－４５°）＋ｙ１ｃｏｓ（－４５°{ ）
　即

ｘ０＝
ｘ１－ｙ１
槡２

ｙ０＝
ｘ１＋ｙ１
槡













２
将上式代入１３ｘ２－１０ｘｙ＋１３ｙ２＝７２中，得

１３
ｘ０－ｙ０
槡







２

２

－１０
ｘ０－ｙ０
槡







２
ｘ０＋ｙ０
槡







２
＋１３

ｘ０＋ｙ０
槡







２

２

＝７２，

整理得新方程是４ｘ２０＋９ｙ２０＝３６，也就是
ｘ２
９＋
ｙ２
４＝１．

将上例与 “坐标轴的旋转”中的例子比较，说明转轴与相

对的转点是一致的．
由此可知，通过坐标点的旋转变换，可以改变曲线方程表

达形式，曲线图形的状态也能由 “斜”转化到 “正”．

练习题６１

（１）已知点 （－２，１），求它在坐标轴旋转θ＝π６后的新坐

标系中的坐标．

（２）已知坐标轴旋转角θ＝π４，在新坐标系下坐标为（３槡２，

－２槡２）的点，在原坐标系下的坐标是多少？
（３）根据所给的旋转角 θ转轴，变换下列方程，并判断曲

线的类型：

１）１３ｘ２＋１０ｘｙ＋１３ｙ２＝７２，θ＝π４；

２）３ｘ２－４槡３ｘｙ－ｙ２＝６，θ＝６０°．

６２　圆锥曲线方程的移轴、转轴化简举例

我们在认识圆锥曲线与二次方程关系的基础上，学习圆锥

曲线方程的移轴、转轴化简．

一、圆锥曲线与二次方程

２０００多年前，以古希腊阿波罗尼奥斯为代表的数学家采
用平面切割圆锥的方法来研究曲线．用垂直于圆锥轴的平面
去截圆锥，会得到圆；把平面渐渐倾斜，会得到椭圆；用平

９０１第６章　坐 标 转 换
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行圆锥高的平面截取，会得到双曲线；当平面倾斜到当且仅

当和圆锥的一条母线平行时，得抛物线，如图６５所示．
所以，人们把椭圆 （包括特例圆）、双曲线和抛物线统称为

圆锥曲线，其中椭圆 （包括圆）与双曲线具有对称中心，可称

为有心圆锥曲线；抛物线不具有对称中心，可称为无心圆锥

曲线．
当平面在特殊位置切割圆锥时，如圆锥顶点、母线处时，

就有特例：点、一条直线、两相交直线、平行线等，我们把这

些称为退化的圆锥曲线．
因此，我们能得到它们的统一定义：

平面内到一定点Ｆ与到一定直线ｌ的距离比为一非负常数ｅ
的点的轨迹叫作圆锥曲线．其中，定点Ｆ叫作圆锥曲线的焦点，
定直线ｌ叫作圆锥曲线的准线，非负常数 ｅ叫作圆锥曲线的离
心率．

根据ｅ的范围不同，曲线也各不相同．具体如下：
１）ｅ＝０，轨迹为圆；
２）０＜ｅ＜１，轨迹为椭圆；
３）ｅ＝１，轨迹为抛物线；
４）ｅ＞１，轨迹为双曲线．
设圆锥曲线的离心率为ｅ，焦点Ｆ到准线的距离为ｐ，焦点

为原点，垂直于准线的直线为ｘ轴，建立直角坐标系，如图６６
所示．

设Ｐ（ｘ，ｙ）是圆锥曲线上任一点，根据圆锥曲线的统一定义
得

ＰＦ
ＰＮ ＝ｅ，即

ｘ２＋ｙ槡
２

ｐ＋ｘ ＝ｅ．

于是有圆锥曲线的统一直角坐标方程（１－ｅ２）ｘ２＋ｙ２－２ｅ２ｐｘ－
ｅ２ｐ２＝０．

建立不同的坐标系，圆锥曲线方程就有不同的表达形式．
若以 ｙ轴为准线，其余不变，则所求的圆锥曲线方程为

（１－ｅ２）ｘ２＋ｙ２－２ｐｘ＋ｐ２＝０．
通过直角坐标系，圆锥曲线与二次方程对应，所以圆锥曲

线又叫作二次曲线．
二元二次方程 Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０所表示的曲

线可归结为下表：

０１１ 应用数学 （加工制造类专题）

图　６５

图　６６
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条件 类型 一般情形 特例 （退化圆锥曲线）

Δ＝Ｂ２－４ＡＣ≠０

（有心圆锥曲线）

Δ＜０ 椭圆形 椭　圆
　１点 （点椭圆）

　２无轨迹 （虚椭圆）

Δ＞０ 双曲线形 双曲线 　两相交直线

Δ＝Ｂ２－４ＡＣ＝０

（无心圆锥曲线）
抛物线形 抛物线

　１两平行线

　２一直线 （两直线重合）

　３无轨迹 （两虚直线）

对二次曲线方程的切线有如下定理：

若圆锥曲线 Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０上点 Ｐ（ｘ０，

ｙ０）处的切线存在，则它的切线方程是 Ａｘ０ｘ＋Ｂ
ｙ０ｘ＋ｘ０ｙ( )２

＋

Ｃｙ０ｙ＋Ｄ
ｘ＋ｘ０( )２

＋Ｅ
ｙ＋ｙ０( )２

＋Ｆ＝０．其中的法则是：用 ｘ０ｘ和

ｙ０ｙ分别代替方程中的ｘ２和ｙ２；用
ｘ＋ｘ０
２ 和

ｙ＋ｙ０
２ 分别代替方程中

的ｘ和ｙ；用
ｙ０ｘ＋ｘ０ｙ
２ 代替方程中的ｘｙ；常数项不变．

二、圆锥曲线方程的化简

转轴公式与移轴公式结合，就可以对一般的圆锥曲线方程

Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０（其中 Ａ、Ｂ、Ｃ不同时为
０）进行化简，使它成为我们易于研究的标准方程．

（一）有心圆锥曲线方程的化简

有心圆锥曲线型方程的化简顺序一般是先移轴，再转轴．
先移轴：以圆锥曲线的中心坐标 （ｈ，ｋ）为新原点，通过

移轴化去的ｘ、ｙ的一次项，得到移轴后的新方程Ａｘ′２＋Ｂｘ′ｙ′＋
Ｃｙ′２＋Ｆ′＝０，它们有关系式：

２Ａｈ＋Ｂｋ＋Ｄ＝０，
Ｂｈ＋２Ｃｋ＋Ｅ{ ＝０

　　　Ｆ′＝１２（Ｄｈ＋Ｅｋ＋２Ｆ）

再转轴：旋转角θ为ｃｏｔ２θ＝Ａ－ＣＢ ，转过角θ后，第二次得

到的新方程为Ａ′ｘ″２＋Ｃ′ｙ″２＋Ｆ′＝０，它们有关系式：
Ａ′＋Ｃ′＝Ａ＋Ｃ，
－４Ａ′Ｃ′＝Ｂ２－４{ ＡＣ
其中，当Ｂ＞０时，取Ａ′＞Ｃ′；当Ｂ＜０时，取Ａ′＜Ｃ′．
（二）无心圆锥曲线型方程的化简

无心圆锥曲线 （Δ＝０）的抛物线型方程化简的一般顺序是

１１１第６章　坐 标 转 换
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先转轴，再移轴．

先转轴：从ｃｏｔ２θ＝Ａ－ＣＢ 化到方程Ｂｔａｎ
２θ＋２（Ａ－Ｃ）ｔａｎθ－Ｂ＝

０，其中ｔａｎθ取正值，再求出 ｓｉｎθ、ｃｏｓθ的值，用转轴公式代入

（槡Ａｘ＋槡Ｃｙ）
２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０，得转轴后的方程 Ａ′ｘ′２＋Ｄ′ｘ＋

Ｅ′ｙ＋Ｆ＝０或Ｃ′ｙ′２＋Ｄ′ｘ＋Ｅ′ｙ＋Ｆ＝０．
再移轴：用配方法得到抛物线的标准方程 Ａ′ｘ″２＋Ｅ″ｙ″＝０

或Ｃ′ｙ″２＋Ｄ″ｘ″＝０．

问题思考：利用ｃｏｔ２θ＝Ａ－ＣＢ 求ｓｉｎθ、ｃｏｓθ的值时，还有其

他方法吗？

【例】　化简方程５ｘ２－６ｘｙ＋５ｙ２－６ｘ－２２ｙ＋２１＝０，并作出
它的示意图．

解：因为Δ＝Ｂ２－４ＡＣ＝（－６）２－４×５×５＝－６４＜０，所以
该曲线为椭圆．

先移轴：设椭圆的中心坐标为 （ｈ，ｋ），由公式：
２Ａｈ＋Ｂｋ＋Ｄ＝０，
Ｂｈ＋２Ｃｋ＋Ｅ{ ＝０

得
１０ｈ－６ｋ－６＝０
－６ｈ＋１０ｋ{ －２２＝０

，

解得ｈ＝３，ｋ＝４．
即椭圆中心是 （３，４），则移轴后以 （３，４）为新原点的

方程是

５ｘ′２－６ｘ′ｙ′＋５ｙ′２＋Ｆ′＝０．

Ｆ′＝１２（Ｄｈ＋Ｅｋ＋２Ｆ）＝
１
２［（－６）×３＋（－２２）×４＋２×２１］＝

－３２，
即移轴后的方程是５ｘ′２－６ｘ′ｙ′＋５ｙ′２－３２＝０．

再转轴：旋转角 θ为 ｃｏｔ２θ＝Ａ－ＣＢ ＝５－５－６＝０，２θ＝９０°，

θ＝４５°，转过角θ后第二次新方程为Ａ′ｘ″２＋Ｃ′ｙ″２－３２＝０，

根据公式
Ａ′＋Ｃ′＝Ａ＋Ｃ，
－４Ａ′Ｃ′＝Ｂ２－４{ ＡＣ

　得
Ａ′＋Ｃ′＝５＋５
－４Ａ′Ｃ′{ ＝－６４

因为当Ｂ＜０时，解得Ａ′＝２，Ｃ′＝８．

则第二次得到的新方程为２ｘ″２＋８ｙ″２－３２＝０，即ｘ″
２

１６＋
ｙ″２
４＝

１，这是ａ＝４、ｂ＝２，焦点在ｘ″轴上的椭圆，如图６７所示．

【例】　化简方程 ｘ２－４ｘｙ＋４ｙ２－６槡５ｘ－８槡５ｙ－３５＝０，并
作出它的示意图．

２１１ 应用数学 （加工制造类专题）
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解：因为Δ＝Ｂ２－４ＡＣ＝（－４）２－４×４＝０，所以曲线为抛物线．

先转轴：旋转角θ，使ｃｏｔ２θ＝Ａ－ＣＢ ＝１－４－４＝
３
４，

ｃｏｓ２θ＝ １
１＋ｔａｎ２２槡 θ

＝ １

１＋ ４( )３槡
２
＝３５，

ｃｏｓθ＝ １＋ｃｏｓ２θ
槡 ２ ＝ ４

槡５
＝２

槡５

ｓｉｎθ＝ １－ｃｏｓ２θ
槡 ２ ＝ １

槡５
＝１

槡５

由旋转公式，有

ｘ＝２ｘ′－ｙ′

槡５
，

ｙ＝ｘ′＋２ｙ′

槡










５

原方程可化为（ｘ－２ｙ）２－２槡５（３ｘ＋４ｙ）－３５＝０，并将旋转
公式代入，整理得

５ｙ′２－２０ｘ′－１０ｙ′－３５＝０，即ｙ′２－４ｘ′－２ｙ′－７＝０．
再移轴：ｙ′２－４ｘ′－２ｙ′－７＝０，
配方得（ｙ′－１）２＝４（ｘ′＋２），

显然令
ｘ′＝ｘ″－２
ｙ′＝ｙ″{ ＋１

以 （－２，１）为新原点平移 ｘ′轴和 ｙ′轴，即得第二次变换
的新方程ｙ″２＝４ｘ″，它的图像是抛物线，如图６８所示．

【例】　某搅拌机双曲线曲面叶轮的轮廓线方程是 ｘｙ＝
２０００００
９ ，试将它化为标准方程．

解：因为Δ＝Ｂ２－４ＡＣ＝１２－４×０×０＝１＞０，所以曲线为
双曲线．

ｃｏｔ２θ＝Ａ－ＣＢ ＝０１＝０，２θ＝９０°，θ＝４５°，坐标轴旋转４５°即

成标准化方程时的情形．

将
ｘ＝ｘ′ｃｏｓ４５°－ｙ′ｓｉｎ４５°，
ｙ＝ｘ′ｓｉｎ４５°＋ｙ′{ ｃｏｓ４５°

代入ｘｙ＝２０００００９ 得

ｘ′－ｙ′

槡
( )２

ｘ′＋ｙ′

槡
( )２

＝２０００００９ ，

则它的标准方程是ｘ′２－ｙ′２＝４０００００９ ．
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移轴变换与转轴变换前后，方程间系数的关系式是利用平

移公式和旋转公式推导得到的．在实际的移轴与转轴变换中，
要灵活选择运用．如转轴时，旋转角是特殊角，可用旋转公式
直接化简；如移轴时，可以直接配方得到移轴的中心．

问题思考：能用坐标点旋转公式对一般的圆锥曲线方程

Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０（其中Ａ，Ｂ，Ｃ不同时为０）
进行化简吗？

三、坐标变换在求基点坐标中的应用

利用坐标变换与二次方程，可以顺利地解决前面提出的

“斜”化 “正”的问题．
在数控车床上加工斜椭圆曲面时，确定斜椭圆曲面轮廓线

段起点与终点在 “正”的位置时的坐标与离心角后，就可以在

像加工 “正”椭圆那样的情形中加工了．
【例】　为了在数控车床上加工本章开头提出的手柄零件，

试求出图 ６９所示的斜椭圆曲面轮廓 ＡＢ线段起点与终点在
“正”椭圆位置时的坐标与离心角．

图　６９

解：建立如图所示的坐标系ｘＯｙ．

根据图示，ＯＰ＝ ２０
ｓｉｎ３０°＝４０，ＯＱ＝３０，

则椭圆的长半轴 ａ＝４０，短半轴 ｂ＝３０，椭圆的标准方程是
ｘ２

４０２
＋ｙ

２

３０２
＝１．　　　　

计算起点Ａ旋转前的坐标与离心角φ．
点Ａ旋转后的坐标是 （３７７，１０），旋转角 θ＝３０°，所以，

根据坐标点旋转公式，点 Ａ旋转前的点坐标———即现有点 Ａ
（３７７，１０）顺时针方向旋转θ＝３０°后成Ａ０点的坐标：

４１１ 应用数学 （加工制造类专题）
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ｘ＝３７７ｃｏｓ（－３０°）－１０ｓｉｎ（－３０°），
ｙ＝３７７ｓｉｎ（－３０°）＋１０ｃｏｓ（－３０°{ ）

解得，Ａ０点的坐标是 （３７６４９，－１０１９０）；

Ａ０点离心角 φ＝ａｒｃｃｏｓ
ｘ
ａ＝ａｒｃｃｏｓ

３７６４９
４０ ≈ａｒｃｃｏｓ０９４１２，

φ＝－１９７４°．　　　　　
计算终点Ｂ旋转前的坐标．
点Ｂ（－１０，２８５５）顺时针方向旋转 θ＝３０°后成 Ｂ０点的

坐标是

ｘ＝－１０ｃｏｓ（－３０°）－２８５５ｓｉｎ（－３０°），
ｙ＝－１０ｓｉｎ（－３０°）＋２８５５ｃｏｓ（－３０°{ ）

解得，Ｂ０点的坐标是 （５６１５，２９７２５）；

Ｂ０点离心角 φ＝ａｒｃｃｏｓ
ｘ
ａ＝ａｒｃｃｏｓ

５６１５
４０ ≈ａｒｃｃｏｓ０１４０４，

φ＝８１９３°．
问题思考：Ａ０点离心角φ为什么取负值呢？
问题探究：能否用坐标轴的旋转公式求 “斜”椭圆在

“正”状态下点Ａ０的坐标呢？
如图６９所示，建立椭圆 “斜”状态下的坐标系ｘ′Ｏｙ′，只要

求出Ａ点在ｘ′Ｏｙ′中的坐标，就能用坐标轴旋转公式计算出Ａ０点的
坐标．

在直角△ＡＭＯ中，由 ＡＭ、ＯＭ，得∠ＡＯＭ及 ＯＡ；在直角
△ＡＮＯ中，由ＯＡ、∠ＡＯＮ＝３０°－∠ＡＯＭ，可求出Ａ点坐标．

参考编程为：数控车床程序 （ＦＡＮＵＣ系统），采用直径编
程、精加工参考程序．
序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号
　Ｇ０　Ｇ４０　Ｇ９７　Ｇ９９　Ｇ２１； 　程序初始化
　Ｇ０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３　Ｓ８００　Ｔ０１０１　Ｍ８；
　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ、１号车刀１

号刀补、切削液开

　Ｇ０　Ｘ２０　Ｚ２； 　快速定位到起刀点
　Ｇ１　Ｚ０　Ｆ０１； 　Ａ点
　＃１＝－１０１９０； 　未旋转之前ｙ坐标

Ｎ１０ 　＃２＝４０ＳＱＲＴ［１－＃１＃１／９００］； 　未旋转之前ｘ坐标
　＃３＝２［＃２ＣＯＳ３０－＃１ＳＩＮ３０］； 　旋转３０°后ｘ坐标
　＃４＝＃２ＳＩＮ３０＋＃１ＣＯＳ３０； 　旋转３０°后ｙ坐标
　Ｇ１　Ｘ［＃３］　Ｚ［＃４－３７７］　Ｆ０１；
　＃１＝＃１＋０１；
　ＩＦ［＃１　ＬＴ　２９７２５］ＧＯＴＯ　１０；

旋转

椭圆

Ａ－Ｂ

宏

程序
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（续）

序号 程序 注解

　Ｇ１　Ｘ５７１　Ｚ－４７７； 　Ｂ点
　Ｇ１　Ｘ５７１　Ｚ－９７７；
　Ｘ６０； 　ｘ轴方向延长线上点
　Ｇ０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点
　Ｍ３０； 　程序结束

在零件的台肩过渡上，通常采用圆弧连接，但是在诸如航

空类高精密的零件上，为了降低台肩处的应力集中，需将圆弧

连接改为抛物线形曲线连接．
【例】　如图６１０所示，ＡＢ曲线是零件台肩的抛物线形过

渡曲线，试根据图示标注求出该曲线的抛物线方程．

图　６１０

解：根据题意，零件台肩轮廓线互相垂直，建立如图所示

的坐标系，设抛物线方程是：

Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０，（其中Ａ、Ｂ、Ｃ不同时为
０），

因为它是抛物线型曲线，所以Ｂ２－４ＡＣ＝０ （１）
因点Ｐ（０，ａ）在曲线上，所以有
Ａ×０２＋Ｂａ×０＋Ｃａ２＋Ｄ×０＋Ｅａ＋Ｆ＝０，即 Ｃａ２＋Ｅａ＋

Ｆ＝０，
因ＰＱ抛物线型过渡曲线的连接是相切关系，Ｐ（０，ａ）是切

点，ａ是Ｃａ２＋Ｅａ＋Ｆ＝０的相等实数根，所以有

２ａ＝－ＥＣ （２）

ａ２＝ＦＣ （３）

同理可得２ｂ＝－ＤＡ （４）

ｂ２＝ＦＡ （５）

由式 （１）、式 （２）、式 （３）、式 （４）和式 （５）得
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Ｆ＝ｂ２Ａ，Ｄ＝－２ｂＡ，Ｃ＝ｂ
２

ａ２
Ａ，Ｅ＝－２ｂ

２

ａＡ，Ｂ＝－
２ｂ
ａＡ（据

题意，“＋”号情形舍去），

所以有Ａｘ２－２ｂａＡｘｙ＋
ｂ２

ａ２
Ａｙ２－２ｂＡｘ－２ｂ

２

ａＡｙ＋ｂ
２Ａ＝０，

则所求的抛物线方程是ａ２ｘ２－２ａｂｘｙ＋ｂ２ｙ２－２ａ２ｂｘ－２ａｂ２ｙ＋
ａ２ｂ２＝０．

问题探究：因为台肩的 ＯＰ与 ＯＱ所在直线是抛物线的切
线，能用二次曲线的切线方程求解吗？

因为点Ｐ（０，ａ）是直线 （ｙ轴）ｘ＝０与二次曲线Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋
Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０的切点，所以它的切线方程为

Ａｘ×０＋Ｂａｘ＋０ｙ( )２ ＋Ｃａｙ＋Ｄｘ＋０( )２ ＋Ｅｙ＋ａ( )２ ＋Ｆ＝０，

即（Ｂａ＋Ｄ）ｘ＋（２Ｃａ＋Ｅ）ｙ＋Ｅａ＋２Ｆ＝０，
又因为上述切线方程就是直线ｘ＝０，所以有

（Ｂａ＋Ｄ）≠０，２Ｃａ＋Ｅ＝０，Ｅａ＋２Ｆ＝０，即有 Ｅ＝－２Ｆａ，

Ｃ＝Ｆ
ａ２
；

同理得Ｄ＝－２Ｆｂ，Ａ＝
Ｆ
ｂ２
．

根据二次曲线是抛物线有 Ｂ２－４ＡＣ＝０，Ｂ２＝４ＡＣ＝４Ｆ
２

ａ２ｂ２
，

Ｂ＝－２Ｆａｂ（“＋”号为抛物线的另一情形）．

于是，有
Ｆ
ｂ２
ｘ２－２Ｆａｂｘｙ＋

Ｆ
ａ２
ｙ２－２Ｆｂｘ－

２Ｆ
ａｙ＋Ｆ＝０，

则所求的抛物线方程是ａ２ｘ２－２ａｂｘｙ＋ｂ２ｙ２－２ａ２ｂｘ－２ａｂ２ｙ＋
ａ２ｂ２＝０．

问题探究：上述抛物线方程能用含ｘ的式子来表达ｙ吗？
抛物线方程可写成ｂ２ｙ２－２ａｂ２ｙ＋ａ２ｂ２－２ａｂｘｙ＋２ａ２ｂｘ＋ａ２ｘ２＝

４ａ２ｂｘ，　　　
上式两边同除ｂ２得

ｙ２－２ａｙ＋ａ２－２ａｂｘｙ＋２
ａ２
ｂｘ＋

ａ２

ｂ２
ｘ２＝４ａ

２

ｂｘ，

（ｙ－ａ）２－２（ｙ－ａ）ａｂｘ＋
ａ
ｂ( )ｘ２＝４ａ２ｂｘ，
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ｙ－ａ－ａｂ( )ｘ２＝２ａ槡( )ｘｂ
２

，

ｙ－ａ－ａｂｘ＝２ａ槡
ｘ
ｂ，

ｙ＝ａｂｘ＋２ａ槡
ｘ
ｂ＋ａ，

ｙ＝ａｂ（槡ｘ＋槡ｂ）
２．

为便于在数控编程求基点中顺利解决上述一类问题，我们

给出它的一般性结论．
一般地，当零件台肩的抛物线连接的铅直与水平尺寸分别

是ａ与ｂ时 （设ａ≥ｂ），它的抛物线曲线方程是
ａ２ｘ２－２ａｂｘｙ＋ｂ２ｙ２－２ａ２ｂｘ－２ａｂ２ｙ＋ａ２ｂ２＝０．
现探索它的标准方程及切点在不同情形下的坐标的一般

结论．

以旋转角θ（其中ｃｏｔ２θ＝ａ
２－ｂ２
－２ａｂ）旋转坐标轴，则坐标轴旋

转公式是

ｘ＝ｂｘ′－ａｙ′
ａ２＋ｂ槡

２
，ｙ＝ａｘ′＋ｂｙ′

ａ２＋ｂ槡
２

坐标轴旋转后，在ｘ′Ｏｙ′坐标系下的方程是

（ａ２＋ｂ２）ｙ′２－２ａｂ（ｂ
２－ａ２）
ａ２＋ｂ槡

２
ｙ′－ ４ａ

２ｂ２

ａ２＋ｂ槡
２
ｘ′＋ａ２ｂ２＝０，

ｙ′－ ａｂ（ｂ２－ａ２）
（ａ２＋ｂ２） ａ２＋ｂ槡

( )２ ２＝ ４ａ２ｂ２

（ａ２＋ｂ２） ａ２＋ｂ槡
２
ｘ′－ａ

２ｂ２ ａ２＋ｂ槡
２

（ａ２＋ｂ２）２
，

令点 Ｏ″ ａｂ（ｂ２－ａ２）
（ａ２＋ｂ２） ａ２＋ｂ槡

２
，
ａ２ｂ２ ａ２＋ｂ槡

２

（ａ２＋ｂ２）２
为新坐标系的原

点，平移坐标系 ｘ′Ｏｙ′至 ｘ″Ｏ″ｙ″后得抛物线的标准方程是 ｙ″２＝
４ａ２ｂ２

（ａ２＋ｂ２） ａ２＋ｂ槡
２
ｘ″．

（当ａ＜ｂ时，ａ与ｂ中间式子注意轮换，结论是相同的）
切点Ｐ（０，ａ）与 Ｑ（ｂ，０）在抛物线 “正”状态下的

ｘ′Ｏｙ′坐 标 中 的 坐 标 分 别 是 Ｐ′
ａ２

ａ２＋ｂ槡
２
，

ａｂ
ａ２＋ｂ槡

( )２ 与
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Ｑ′
ｂ２

ａ２＋ｂ槡
２
，－ ａｂ

ａ２＋ｂ槡
( )２ ．
平移ｘ′Ｏｙ′坐标轴，在 ｘ″Ｏｙ″坐标系中，抛物线方程成标准

方程后，切点Ｐ″与Ｑ″点的坐标分别是

Ｐ″ａ
４ ａ２＋ｂ槡

２

（ａ２＋ｂ２）２
，
２ａ３ｂ ａ２＋ｂ槡

２

（ａ２＋ｂ２）２
与Ｑ″ｂ

４ ａ２＋ｂ槡
２

（ａ２＋ｂ２）２
，－２ａｂ

３ ａ２＋ｂ槡
２

（ａ２＋ｂ２）２
．

【例】　如图６１０所示，某航空器械的零件台肩采用抛物线

形过渡台肩，过渡连接点铅直位置高ａ＝槡３ｃｍ，水平位置长ｂ＝
３ｃｍ，①写出该抛物线方程；②为了制造成形刀具或样板使用机
床，将抛物线方程化为标准方程形式；③若在数控机床上加工，
求抛物线过渡连接点 （即切点）在抛物线没有旋转时的坐标．

解：①因为ａ＝槡３，ｂ＝３，所以台肩过渡抛物线方程是：

（槡３）
２ｘ２－２×３槡３ｘｙ＋３２ｙ２－２（槡３）

２×３ｘ－２槡３×（３）２ｙ＋

（槡３）
２×３２＝０，

即ｘ２－２槡３ｘｙ＋３ｙ２－６ｘ－６槡３ｙ＋９＝０；

②利用 ｙ″２＝ ４ａ２ｂ２

（ａ２＋ｂ２） ａ２＋ｂ槡
２
ｘ″，得标准方程是 ｙ″２＝

３槡３
２ｘ″；

③利用Ｐ′
ａ２

ａ２＋ｂ槡
２
，

ａｂ
ａ２＋ｂ槡

( )２ 与Ｑ′ ｂ２

ａ２＋ｂ槡
２
，－ ａｂ

ａ２＋ｂ槡
( )２，

得点 Ｐ、Ｑ在抛物线没有旋转的 “正”状态下的坐标分别是

Ｐ′槡３
２，
３( )２、Ｑ′３槡３２，－３( )２．　　　

参考编程为：根据旋转公式 ｃｏｔ２θ＝ａ
２－ｂ２
－２( )ａｂ求得旋转角 θ

为３０°，数控车床程序 （ＦＡＮＵＣ系统），采用直径编程、抛物线
精加工参考程序．

序号 程序 注解

　Ｏ０００１； 　程序号

　Ｇ０　Ｇ４０　Ｇ９７　Ｇ９９　Ｇ２１； 　程序初始化

　Ｇ０　Ｘ１００　Ｚ１００； 　快速移动到退刀、换刀点

　Ｍ３　Ｓ８００　Ｔ０１０１　Ｍ８；
　主轴正转，８００ｒ／ｍｉｎ、１号车

刀１号刀补、切削液开
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（续）

序号 程序 注解

　…… 　快速定位到起刀点

　＃１＝ＳＱＲＴ［３／２］； 　未旋转之前ｘ坐标

Ｎ１０ 　＃２＝ＳＱＲＴ［３１７３２＃１／２］； 　未旋转之前ｙ坐标

　＃３＝２［＃１ＣＯＳ３０－＃２ＳＩＮ３０］； 　旋转３０°后ｘ坐标

　＃４＝＃１ＳＩＮ３０＋＃２ＣＯＳ３０； 　旋转３０°后ｙ坐标

　Ｇ１　Ｘ［＃３＋ｙ轴平移量］Ｚ［＃４－ｘ轴平

移量］Ｆ０１；

　＃１＝＃１＋０１；

　ＩＦ［＃１　ＬＴ３［ＳＱＲＴ３／２］ＧＯＴＯ１０；

旋转

抛物线

宏程序

　……

　Ｍ３０； 　程序结束

练习题６２

（１）利用旋转变换公式将双曲线搅拌轮曲线方程ｘｙ＝３６化
为标准方程形式．

（２）化简下列各方程，并作出它的示意图．
１）２ｘ２＋６ｘｙ＋５ｙ２－４ｘ－２２ｙ＋７＝０；
２）５ｘ２－１２ｘｙ－８ｘ＋２４ｙ－４０＝０；
３）ｘ２＋２ｘｙ＋ｙ２＋４ｘ－４ｙ＝０．
（３）对于曲线方程３ｘ２－４ｘｙ－４＝０，先求出旋转角，再用

坐标点旋转公式化简．
（４）如图６１１所示，以 Ｏ１为原点，点 Ａ的坐标是 （２０，

１３１０５），点Ｂ的坐标是 （－７９５，１２９５），椭圆的长半轴和短
半轴分别为２５ｍｍ和１５ｍｍ，旋转角为２０°，试求椭圆轮廓线段
ＡＢ旋转前的起点与终点的坐标与离心角．

（５）如图６１２所示，已知一零件的台肩是斜椭圆线段曲
面，试求出斜椭圆线段起点与终点在没有旋转前的坐标与离

心角．

０２１ 应用数学 （加工制造类专题）
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图　６１１

　

图　６１２

（６）某零件的台肩采用抛物线形过渡，台肩的过渡连接点
铅直位置高ａ＝１６ｍｍ，水平位置长 ｂ＝２５ｍｍ，①利用切线性质
求该抛物线的方程；②将该抛物线方程化为标准方程形式；
③若在数控机床上加工，求抛物线过渡连接点在抛物线 “正”

状态下的坐标．

６３　基于 ＡｕｔｏＣＡＤ的坐标变换计算

在机械构件中，把垂直于斜面的孔称为法向孔．在不具备
五轴及以上联动铣削功能的铣床上加工斜面法向孔时，可转动

底座实施加工．
【例】　如图６１３ａ所示，在斜面ＡＢ的法向加工一孔，使这

孔的中心线过点Ｐ，同时与ＣＤ成３０°角，加工时应将固定在底
座上的工件连同底座一起绕 Ｏ点转过多少度？原位的钻头如何
移动？

图　６１３

解：钻头在Ｅ、Ｄ、Ｏ三点成一线的轴线上，工件连同底座
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绕Ｏ点转过６０°，法向孔就与钻头所在轴线平行．建立图６１３ｂ
所示的坐标系 ｘＯｙ，其顺时针旋转６０°后得新坐标系 ｘ′Ｏｙ′；在
新坐标系 ｘ′Ｏｙ′中，点 Ｐ的坐标是 （－１２，１００），由转轴公式
知，点 Ｐ在原坐标系 ｘＯｙ中的横坐标 ｘ＝ｘ′ｃｏｓθ－ｙ′ｓｉｎθ＝
－１２ｃｏｓ（－６０°）－１００ｓｉｎ（－６０°）＝８０６０３，即 Ｐ点在 ｘＯｙ中的
Ｏｘ方向的距离是８０６０３．于是，加工时应将固定在底座上的工
件连底座一起绕Ｏ点转过６０°，原位的钻头应向右平移８０６０３．

问题探究：上题中的操作可看成是图像的变换，所以能考

虑运用旋转点公式求解吗？

工件连底座绕 Ｏ点顺时针方向转过 ６０°，法向孔就与钻
头所在轴线平行，点 Ｐ０至 Ｐ１点，建立如图 ６１４所示的坐
标系 ｘＯｙ，则 Ｐ０（－１２，１００），由坐标点旋转公式知 Ｐ１点的
横坐标为

ｘ１＝ｘ０ｃｏｓθ－ｙ０ｓｉｎθ＝－１２ｃｏｓ（－６０°）－１００ｓｉｎ（－６０°）＝８０６０３，
其实，利用ＡｕｔｏＣＡＤ功能强大与高精度的特性，可以轻松

地处理上述情形的坐标变换的计算问题．
对上例题，现用ＡｕｔｏＣＡＤ来求解，如图６１５所示．
１）作互相垂直的直线ＯＥ与ＯＦ；
２）用偏移命令：ＯＥ向左偏１２，ＯＦ向上偏移１００，得交点Ｐ；
３）用旋转命令：作线段 ＰＯ，使 ＰＯ以 Ｏ为旋转中心顺时

针旋转６０°至ＯＰ′；
４）用标注命令：标注点Ｏ与点Ｐ′的线性距离，得８０６０３．
所以，原位的钻头向右移动８０６０３ｍｍ．
在用ＡｕｔｏＣＡＤ求解时，要注意作图的比例与所取单位精度，

为了对象捕捉的准确性，往往将其他可能引起干扰的对象关闭．
【例】　用 ＡｕｔｏＣＡＤ求解本章开头提出的图６１所示的问

题．试求图中斜椭圆曲面轮廓 ＡＢ线段起点与终点在 “正”状

态椭圆位置时的坐标与离心角．

解：由图知椭圆的长半轴ａ＝ ２０
ｓｉｎ３０°＝４０，短半轴ｂ＝３０．

１）如图６１６所示，建立直角坐标系ｘＯｙ；
２）用偏移命令：Ｏｘ向上偏移１０，Ｏｙ向右偏移３７７，得交

点Ａ；又Ｏｘ向上偏移５７１２ ＝２８５５，Ｏｙ向左偏移１０，得交点Ｂ；

３）用旋转命令：作线段 ＯＡ、ＯＢ，以 Ｏ为中心使 ＯＡ、ＯＢ
沿顺时针方向旋转３０°分别至点Ａ０和Ｂ０；
４）用标注命令：标注点 Ｏ与点 Ａ０之间的线性水平与铅直

２２１ 应用数学 （加工制造类专题）

图　６１４

图　６１５
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图　６１６

距离，得Ａ０点的坐标是 （３７６４９， －１０１９０）；同理，Ｂ０点的
坐标是 （５６１５，２９７２５）；
５）以椭圆长半轴ａ＝４０为半径作⊙Ｏ，过Ａ０点作铅直线交

⊙Ｏ于Ａ′，则∠ｘＯＡ′即为椭圆上Ａ０点的离心角．用标记角命令
得∠ｘＯＡ′＝１９７４°，即离心角是 －１９７４°．同理，Ｂ０点的离心
角是８１９３°．

问题思考：如何以椭圆短半轴ｂ为半径作⊙Ｏ求离心角呢？

练习题６３

（１）如图６１７所示，在数控车上加工一含有斜椭圆曲线段
的零件，需要选择合适的坐标系，用 ＡｕｔｏＣＡＤ求解斜椭圆曲线
段在未旋转倾斜时的起点与终点的坐标及离心角的度数．

（２）如图６１８所示的零件轮廓含有抛物线段 ＡＢ，试根据
图示尺寸求出抛物线段 ＡＢ在没有旋转的 “正”状态时，原抛

物线段ＡＢ端点在ｘ′Ｏｚ′坐标系中的坐标．

图　６１７

　

图　６１８
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（３）在如图６１９所示的凸圆弧工件上加工与中心线成８°的
斜孔，工件固定在旋转平台后，测得孔口点 Ａ与旋转中心 Ｏ的
水平距离与垂直距离分别是１１０ｍｍ和１０７ｍｍ，求加工时主轴线
上的钻头移动的距离．（分别用计算法与ＡｕｔｏＣＡＤ法求解）

【实践作业】

课题名称：用 ＡｕｔｏＣＡＤ法求加工斜孔时主轴线钻头移动
距离．

准备：加工大圆弧上斜孔材料一份．实习指导老师两人，
每人一工位的计算机房，旋转平台式铣床一台，量具、钻头及

相关材料．操作示意图如图６２０所示．
操作步骤：

（１）装夹在大圆弧上加工斜孔的零件，使加工零件的直边
与机床主轴垂直．

（２）根据装夹位置测量出大圆弧垂直位置中间点 （或垂直

孔中心）Ｐ与工作台旋转中心Ｏ的垂直距离Ｈ、水平距离Ｌ．
（３）利用ＡｕｔｏＣＡＤ模拟画出工作台及旋转中心位置，并根

据测量数据Ｈ、Ｌ作出加工零件在工作台上的位置图．
（４）依据加工斜孔中心线与轴线夹角 θ的度数，用旋转命

令将工作台及其工件绕工作台旋转中心 Ｏ顺 （或逆）时针方向

旋转θ角．
（５）用标注命令得到主轴线与加工点Ｍ的距离ｘＭ．
（６）主轴钻头移动距离ｘＭ后，施行钻孔操作．
（７）以上操作均在实习老师指导下，由学生实践完成．

图　６２０

４２１ 应用数学 （加工制造类专题）

图　６１９
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第７章　加工制造质量控制

７１　精 度 计 算

在实际生产加工中，判断零件是否合格，是看实际尺寸是

否在一个尺寸范围内．这个尺寸范围通常由工程师根据产品的
设计要求和功能需求来设定．一旦确定了这个范围，工人们就
可以通过测量零件的实际尺寸来判断它是否满足要求．

上极限尺寸与公称尺寸的代数差称为上极限偏差，下极限

尺寸与公称尺寸的代数差称为下极限偏差．注意：偏差值前带
有正、负号．

上极限偏差＝上极限尺寸－公称尺寸
下极限偏差＝下极限尺寸－公称尺寸
上极限尺寸＝公称尺寸＋上极限偏差
下极限尺寸＝公称尺寸＋下极限偏差
允许尺寸变动量 ＝上极限尺寸－下极限尺寸
上极限尺寸－下极限尺寸
＝（公称尺寸＋上极限偏差）－（公称尺寸＋下极限偏差）
＝上极限偏差－下极限偏差
某轴的公称尺寸为 ４０ｍｍ，实际加工出来的轴允许尺寸变

化的最大值 （常称为上极限尺寸）为 ４００１５ｍｍ，允许尺寸变
化的最小值 （常称为下极限尺寸）为 ３９９９０ｍｍ．则上极限尺
寸≥实际尺寸≥下极限尺寸，即为合格零件．

上极限偏差＝上极限尺寸－公称尺寸＝４００１５ｍｍ－４０ｍｍ＝
＋００１５ｍｍ　　
下极限偏差＝下极限尺寸－公称尺寸＝３９９９０ｍｍ－４０ｍｍ＝

－００１０ｍｍ　　
图样中常把公称尺寸和其上、下极限偏差值标注成如

４０＋００１５－００１０ｍｍ形式．　　
【例】　 图样中，某零件的结构尺寸标注为 ４０＋００２７　０ ｍｍ，

求零件的上极限尺寸和下极限尺寸．
解：上极限尺寸 ＝公称尺寸 ＋上极限偏差，即：４０ｍｍ＋

（＋００２７ｍｍ）＝４００２７ｍｍ，下极限尺寸 ＝公称尺寸 ＋下极限偏差，

仅
供
国
规
教
材
评
审
使
用



即：４０ｍｍ＋０ｍｍ＝４０ｍｍ．
即：４００２７ｍｍ≥实际尺寸≥４０ｍｍ，零件合格．
某轴公称尺寸为 ４０ｍｍ，上极限偏差为 ＋０００８ｍｍ，下极

限偏差为 －０００８ｍｍ，即上、下极限偏差属于大小相同，符号
相反的相反数．图样中可标注成４０±０００８ｍｍ形式．

即４０±０００８ｍｍ表示：
上极限尺寸 ＝公称尺寸 ＋上极限偏差，即：４０ｍｍ＋

（＋０００８ｍｍ）＝４０００８ｍｍ，
下极限尺寸 ＝公称尺寸 ＋下极限偏差，即：４０ｍｍ＋

（－０００８ｍｍ）＝３９９９２ｍｍ．
即：４０００８ｍｍ≥实际尺寸≥３９９９２ｍｍ，零件合格．
允许尺寸变动量 ＝上极限尺寸－下极限尺寸
而： 上极限尺寸－下极限尺寸
＝（公称尺寸＋上极限偏差）－（公称尺寸＋下极限偏差）
＝上极限偏差－下极限偏差
即：允许尺寸的变动量也等于上极限偏差与下极限偏差代

数差的绝对值，其值总为正值．它关系到零件加工的难易程度
及零件安装使用时的精度．

允许尺寸的变动量越大，零件的加工难度越低，但其安装

使用时的精度也越低；反之，允许尺寸的变动量越小，零件的

加工难度越高，但其安装使用时的精度也越高．
【例】　求４０＋００２７　０ ｍｍ，２０＋０１００＋００２０ｍｍ，２５－０００７－００２０ｍｍ零件

的允许尺寸变动量．
解： ００２７－０ｍｍ＝００２７ｍｍ
０１００－００２０ｍｍ＝００８０ｍｍ
（－０００７）－（－００２０）ｍｍ＝００１３ｍｍ

练习题７１

求８０－００１０－００３５ｍｍ零件的上极限尺寸、下极限尺寸、允许尺
寸变动量．

７２　质 量 检 测

在机械加工中，可以通过调查部分零件的某项指标数据的

频率分布，估计该批次该指标零件数据的频率分布情况．需要
利用统计的方法对数据进行整理和分析，其基本方法是列频率
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分布表和绘制频率分布直方图．
列频率分布表和绘制频率分布直方图的步骤如下：

１）计算极差：数据中最大值ｂ减最小值ａ．
２）确定组数与组距：根据数据确定分组数量 ｍ．样本容量

不超过１００时，通常分成５
!

１２组．组距ｄ≥极差
组数

＝ｂ－ａｍ 的最小

整数．
３）确定分点：第一组的起点可以是最小值，也可以比最小

值小一点．
４）列频率分布表：一般分成三列 （分组、频数和频率），

频数合计是样本容量，频率合计是１．
５）绘制频率直方图：频率直方图是以图形面积反映数据落

在各个小组内的频率大小．
【例】　要加工一批齿轮轴毛坯，要求其长度为 （７２±０１９）ｍｍ，

加工一部分后抽取样本进行检测，测得的数据如下：

７２００，７１９７， ７２０１， ７１８３， ７２０７， ７１９７， ７２０９，
７１９５，７２０１，７１９５，７２０２，７１８７，７２０３，７１８５，７２００，
７１９１，７２１０，７２０５，７２００，７２０１，７２０１，７２０５，７２００，
７１９２，７２１７，７１９６，７２００，７２０１，７２１２，７１９７，７２１０，
７２０６，７２０４，７１９０，７２０６，７２０８，７１９６，７２０５，７１９６，
７１９２，７２０９，７２０３，７２０７，７１９１，７２００，７２０２，７１９８，
７２０６，７１９５，７２０２．

（１）该批零件的生产过程是否异常？
（２）该批零件的质量状况如何？
根据表中测得的样本数据，观察产品的加工精度，根据数据绘

出样品的精度分布直方图，这组样品中最大值为７２１７，最小值为
７１８３，差值为０３４，将这些数据分成７组，组距为００５．

列出频数分布表

分值 频数 频率

［７１８２５，７１８７５） ３ ００６

［７１８７５，７１９２５） ５ ０１０

［７１９２５，７１９７５） ９ ０１８

［７１９７５，７２０２５） １５ ０３０

［７２０２５，７２０７５） １１ ０２２

［７２０７５，７２１２５） ６ ０１２

［７２１２５，７２１７５） １ ００２

７２１第７章　加工制造质量控制
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绘制频数直方图：

由直方图可知，生产过程未见异常，产品质量状况较好．

练习题７２

测量５０个同一批零件的尺寸，检测零件的质量状况．
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